
Consigne : 

Exercice 1 : 

1. Donner les équivalents en 0 des fonctions suivantes : 

𝑔(𝑥) =
(1 − cos(𝑥)) ln(1 + 𝑒𝑥3)

𝑥3 tan(𝑥)
 

ℎ(𝑥) =
cos 𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 1
 

2. Calculer la limite : 

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
 

Exercice 2 : 

Calculer les développements limités suivants : 

𝑓(𝑥) =
ln(cos 𝑥)

𝑥 ln(1 − 𝑥)
 à l'ordre 2 

𝑔(𝑥) = sin2(𝑥) (𝑒𝑥2
− 1) à l'ordre 5 

Exercice 3 : 

1. Soient 𝑓,𝑔,ℎ trois fonctions définies dans un voisinage de 𝑥0 ∈ ℝ 

Montrer que si (𝑓~𝑥0
𝑔) et (𝑔~𝑥0

ℎ) alors 𝑓~𝑥0
ℎ 

2. Soient 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑚 ≤ 𝑛 et 𝑓 fonction définie au voisinage de 0. 

Montrer que 𝑓 = 𝑜(𝑥𝑛) implique 𝑓 = 𝑜(𝑥𝑚) 

3. Montrer que : 

ln(𝑥 + √𝑥 + 1) ~+∞ ln(𝑥) 

Exercice 4 : 

1. 

Soit (𝑢𝑛) une suite telle que pour tout 𝑛 ≥ 2, ln(𝑛 + 1) 𝑢𝑛 − ln(𝑛) 𝑢𝑛−1 = 𝑛 

Soit 𝑢1 = 0 

Avec une suite télescopique, déterminer un équivalent le plus simple possible de 𝑢𝑛 quand 𝑛 → +∞ 

2. 

Montrer que (
𝑛
5

) ~+∞
𝑛5

120
 

3. 

𝑣𝑛 = 4𝑛 (1 − cos (
1

𝑛3
)) 

Déterminer un équivalent le plus simple possible de (𝑣𝑛) en +∞ 

4. 



lim
𝑛→+∞

(
𝑛
5

) 𝑣𝑛 = ? 

Solution : 

Exercice 1 : 

1. 

𝑔(𝑥) =
(1 − cos(𝑥)) ln(1 + 𝑒𝑥3)

𝑥3 tan(𝑥)
 

1 − cos(𝑥) ~
𝑥2

2
 

ln(1 + 𝑒𝑥3) ~ 𝑒𝑥3 

tan(𝑥) ~ 𝑥 

𝑔(𝑥) ~
𝑒𝑥

2
 

2. 

ℎ(𝑥) =
cos 𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 1
 

cos(𝑥) − 1 ~ −
𝑥2

2
 

𝑒𝑥 − 1 ~ 𝑥 

ℎ(𝑥) ~ −
𝑥

2
 

3. 

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
= lim

𝑥→0
(

𝑒𝑥

2
) (−

2

𝑥
) = lim

𝑥→0
−𝑒 = −𝑒 

Exercice 2 : 

1. 

𝑥 ln(1 − 𝑥) = 𝑥 ((−𝑥) −
(−𝑥)2

2
+

(−𝑥)3

3
+ 𝑜(𝑥3)) 

𝑥 ln(1 − 𝑥) = 𝑥 (−𝑥 −
𝑥2

2
−

𝑥3

3
+ 𝑜(𝑥3)) 

𝑥 ln(1 − 𝑥) = −𝑥2 −
𝑥3

2
−

𝑥4

3
+ 𝑜(𝑥4) 

ln(cos(𝑥)) = ln (1 −
𝑥2

2
+

𝑥4

4!
+ 𝑜(𝑥4)) 

Soit 𝑢 = −
𝑥2

2
+

𝑥4

4!
+ 𝑜(𝑥4) 



ln(cos(𝑥)) = 𝑢 −
𝑢2

2
+ 𝑜(𝑢2) 

ln(cos(𝑥)) = −
𝑥2

2
+

𝑥4

4!
−

𝑥4

8
+ 𝑜(𝑥4) 

ln(cos(𝑥)) = −
𝑥2

2
−

𝑥4

12
+ 𝑜(𝑥4) 

ln(cos(𝑥))

𝑥 ln(1 − 𝑥)
=

−
𝑥2

2
−

𝑥4

12
+ 𝑜(𝑥4)

−𝑥2 −
𝑥3

2
−

𝑥4

3
+ 𝑜(𝑥4)

 

𝑓(𝑥) =

(−
1
2

−
𝑥2

12
+ 𝑜(𝑥2))

−1 −
𝑥
2

−
𝑥2

3
+ 𝑜(𝑥2)

=

(
1
2

+
𝑥2

12
+ 𝑜(𝑥2))

1 +
𝑥
2

+
𝑥2

3
+ 𝑜(𝑥2)

 

Soit 𝑣 =
𝑥

2
+

𝑥2

3
+ 𝑜(𝑥2) 

1

1 + 𝑣
= 1 − 𝑣 + 𝑣2 + 𝑜(𝑣2) 

1

1 + 𝑣
= 1 −

𝑥

2
−

𝑥2

3
+

𝑥2

4
+ 𝑜(𝑥2) = 1 −

𝑥

2
−

𝑥2

12
+ 𝑜(𝑥2) 

𝑓(𝑥) = (
1

2
+

𝑥2

12
+ 𝑜(𝑥2)) (1 −

𝑥

2
−

𝑥2

12
+ 𝑜(𝑥2)) 

𝑓(𝑥) =
1

2
−

𝑥

4
−

𝑥2

24
+

2𝑥2

24
+ 𝑜(𝑥2) 

𝑓(𝑥) =
1

2
−

𝑥

4
+

𝑥2

24
+ 𝑜(𝑥2) 

2. 

sin(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+ 𝑜(𝑥5) 

sin2(𝑥) = 𝑥2 −
2𝑥4

3!
+ 𝑜(𝑥5) 

𝑒𝑥2
= 1 + 𝑥2 +

𝑥4

2
+ 𝑜(𝑥5) 

𝑒𝑥2
− 1 = 𝑥2 +

𝑥4

2
+ 𝑜(𝑥5) 

𝑔(𝑥) = (𝑥2 −
2𝑥4

3!
+ 𝑜(𝑥5)) (𝑥2 +

𝑥4

2
+ 𝑜(𝑥5)) 

𝑔(𝑥) = 𝑥4 + 𝑜(𝑥5) 

 



Exercice 3 : 

1. 

𝑓 ~𝑥0
𝑔 donc lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 1 

𝑔 ~𝑥0
ℎ donc lim

𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
= 1 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
= lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
×

𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
= 1 

Donc 𝑓 ~𝑥0
ℎ 

2. 

𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑛) 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥𝑛
= 0 

𝑚 ≤ 𝑛 ⇒ 𝑛 = 𝑚 + 𝑝 où 𝑝 ≥ 0 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥𝑚
= lim

𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥𝑛−𝑝
= lim

𝑥→0

𝑓(𝑥)𝑥𝑝

𝑥𝑛
= lim

𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥𝑛
× lim

𝑥→0
𝑥𝑝 = 0 × lim

𝑥→0
𝑥𝑝 = 0 

Donc 𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑚) 

3. 

lim
𝑥→+∞

𝑥 + √1 + 𝑥

𝑥
= 1 + lim

𝑥→+∞

√1 + 𝑥

𝑥
=𝐻 lim

𝑥→+∞

1

2√1 + 𝑥
= 0  

𝑥 + √1 + 𝑥 ~ 𝑥 

lim
𝑥→+∞

𝑥 ≠ 1 

ln(𝑥 + √1 + 𝑥) ~+∞ ln(𝑥) 

 

Exercice 4 : 

1. 

∀𝑛 ≥ 2, ln(𝑛 + 1) 𝑢𝑛 − ln(𝑛) 𝑢𝑛−1 = 𝑛 

𝑢1 = 0 

 

2 = ln(3) 𝑢2 − ln(2) 𝑢1 

3 = ln(4) 𝑢3 − ln(3) 𝑢2 

𝑛 − 1 = ln(𝑛) 𝑢𝑛−1 − ln(𝑛 − 1) 𝑢𝑛−2 

𝑛 = ln(𝑛 + 1) 𝑢𝑛 − ln(𝑛) 𝑢𝑛−1 



∑ 𝑘

𝑛

𝑘=2

= ln(𝑛 + 1) 𝑢𝑛 − ln(2) 𝑢1 

∑ 𝑘

𝑛

𝑘=2

= ln(𝑛 + 1) 𝑢𝑛 

𝑢𝑛 = (
1

ln(𝑛 + 1)
) ∑ 𝑘

𝑛

𝑘=2

 

∑ 𝑘

𝑛

𝑘=2

=
𝑛(𝑛 + 1)

2
− 1 ~+∞ 𝑛2 

ln(𝑛 + 1) ~+∞ ln(𝑛) 

𝑢𝑛 ~+∞ 𝑛2 ln(𝑛) 

2. 

(
𝑛
5

) =
𝑛!

5! (𝑛 − 5)!
=

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)

5!
 

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4) = 𝑛5 + 𝑜+∞(𝑛5) 

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4) ~+∞ 𝑛5 

5! = 120 

(
𝑛
5

) ~+∞

𝑛5

120
 

 

3. 

𝑣𝑛 = 4𝑛 (1 − cos (
1

𝑛3
)) 

1 − cos(𝑋) ~0

𝑋2

2
 

1 − cos (
1

𝑛3
) ~+∞

1

2𝑛6
 

𝑣𝑛~+∞

2

𝑛5
 

4. 

lim
𝑛→+∞

(
𝑛
5

) 𝑣𝑛  

(
𝑛
5

) 𝑣𝑛 ~
1

60
 

lim
𝑛→+∞

(
𝑛
5

) 𝑣𝑛 =
1

60
 



 


