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Exercice 1 : 

1. 

√𝑛4 + 1 − 𝑛2 = 𝑛2 (√1 +
1

𝑛4
− 1) 

Or, avec 𝑋 → 0, (√1 + 𝑋 − 1) ~
𝑋

2
, donc (√1 +

1

𝑛4
− 1) ~

1

2𝑛4
 

Ainsi (√𝑛4 + 1 − 𝑛2) ~
1

2𝑛2
 

Aussi, avec 𝑋 → 0, (𝑒𝑋 − 1) ~ 𝑋, donc (exp (
(−1)𝑛

𝑛
) − 1) ~

(−1)𝑛

𝑛
 

Par quotient, 

𝑢𝑛 ~
(−1)𝑛

2𝑛
 

2. 

ln(1 + sin(𝑥)) ~𝑥→0 sin(𝑥) ~𝑥→0 𝑥 

sin(𝜋𝑥2) ~0 𝜋𝑥2 

𝑓(𝑥) ~𝑥→0

1

𝜋𝑥
 

3. 

𝑔(𝑥) =
sin(𝑥) (cos(𝑥) − 1)

(𝑥4 + 𝑥5)(cos(𝜋𝑥))
 

sin(𝑥) ~0 𝑥 

cos(𝑥) − 1 ~0  (−
𝑥2

2
) 

(𝑥4 + 𝑥5) ~0 𝑥4 

cos(𝜋𝑥) ~0 1 
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𝑔(𝑥) ~0 𝑥 (−
𝑥2

2
) (

1

𝑥4
) = −

1

2𝑥
 

𝑔(𝑥) ~𝑥→0 (−
1

2𝑥
) 

 

Exercice 2 : 

1.a. 

√1 + 𝑥 = 1 +
𝑥

2
−

𝑥2

8
+ 𝑜(𝑥2) 

1

1 + 𝑥 + 𝑥2
= 1 − (𝑥 + 𝑥2) + (𝑥 + 𝑥2)2 + 𝑜(𝑥2) = 1 − 𝑥 + 𝑜(𝑥2) 

√1 + 𝑥

1 + 𝑥 + 𝑥2
= (1 +

𝑥

2
−

𝑥2

8
) (1 − 𝑥) + 𝑜(𝑥2) = 1 − 𝑥 +

𝑥

2
−

𝑥2

2
−

𝑥2

8
+ 𝑜(𝑥2) 

𝑔1(𝑥) = 1 −
𝑥

2
−

5𝑥2

8
+ 𝑜(𝑥2) 

1.b. 

𝑓(𝑥) = −
5𝑥2

8
+ 𝑜(𝑥2) 

𝑓(𝑥) ~𝑥→0 −
5𝑥2

8
 

 

2. 

𝑔2(𝑥) = 𝑒
ln(1+𝑥)

𝑥  

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
+ 𝑜(𝑥3) 

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1 −

𝑥

2
+

𝑥2

3
+ 𝑜(𝑥2) 

On pose 𝑋 = −
𝑥

2
+

𝑥2

3
+ 𝑜(𝑥2) 

𝑒
ln(1+𝑥)

𝑥 = 𝑒1+𝑋 = 𝑒(𝑒𝑋) = 𝑒 (1 + 𝑋 +
𝑋2

2
+ 𝑜(𝑋2)) 

𝑔2(𝑥) = 𝑒 (1 + (−
𝑥

2
+

𝑥2

3
) +

1

2
(−

𝑥

2
+

𝑥2

3
)

2

) + 𝑜(𝑥2) 

𝑔2(𝑥) = 𝑒 (1 −
𝑥

2
+

𝑥2

3
+

𝑥2

8
) + 𝑜(𝑥2) 



𝑔2(𝑥) = 𝑒 −
𝑒

2
𝑥 +

11𝑒

24
𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

 

3. 

Faire un DL de 𝑔3(𝑥) au voisinage de 
𝜋

2
 revient à faire un DL de 𝑔3 (𝑥 +

𝜋

2
) en 0. 

𝑔3 (𝑥 +
𝜋

2
) = 𝑒𝑥+

𝜋
2 sin (𝑥 +

𝜋

2
) = 𝑒

𝜋
2𝑒𝑥 cos(𝑥) 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2) 

cos(𝑥) = 1 −
𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2) 

𝑔3 (𝑥 +
𝜋

2
) = 𝑒

𝜋
2 (1 + 𝑥 +

𝑥2

2
) (1 −

𝑥2

2
) + 𝑜(𝑥2) 

𝑔3 (𝑥 +
𝜋

2
) = 𝑒

𝜋
2 (1 −

𝑥2

2
+ 𝑥 +

𝑥2

2
) + 𝑜(𝑥2) 

𝑔3 (𝑥 +
𝜋

2
) = 𝑒

𝜋
2 + 𝑒

𝜋
2𝑥 + 𝑜(𝑥2) 

𝑔3(𝑥) = 𝑒
𝜋
2 + 𝑒

𝜋
2 (𝑥 −

𝜋

2
) + 𝑜 ((𝑥 −

𝜋

2
)

2

) 

 

Exercice 3 : 

1. 

cos (
1

𝑛2
) − 1 ~ −

1

2𝑛4
 

𝑛2 (cos (
1

𝑛2
) − 1) ~ −

1

2𝑛2
 

lim
𝑛→+∞

ln (1 +
1

𝑛
) = 0, donc sin (ln (1 +

1

𝑛
)) ~ ln (1 +

1

𝑛
) ~

1

𝑛
 

𝑛2 (cos (
1

𝑛2) − 1)

sin (ln (1 +
1
𝑛))

 ~ −
1

2𝑛
 

lim
𝑛→+∞

𝑛2 (cos (
1

𝑛2) − 1)

sin (ln (1 +
1
𝑛))

= 0 

 

2. 



sin (
𝜋

𝑛
) ~

𝜋

𝑛
 

ln (1 +
2

𝑛
) ~

2

𝑛
 

ln (1 +
3

𝑛
) ~

3

𝑛
 

𝑛 sin (
𝜋
𝑛) ln (1 +

2
𝑛)

ln (1 +
3
𝑛

)
 ~

2𝜋

3
 

lim
𝑛→+∞

𝑛 sin (
𝜋
𝑛

) ln (1 +
2
𝑛

)

ln (1 +
3
𝑛

)
=

2𝜋

3
 

 

3. 

sin(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
+ 𝑜(𝑥5) 

cos(𝑥) = 1 −
𝑥2

2
+

𝑥4

4!
+ 𝑜(𝑥4) 

3 sin(𝑥) − 𝑥 cos(𝑥) − 2𝑥 = 3𝑥 −
𝑥3

2
+

𝑥5

40
− 𝑥 +

𝑥3

2
−

𝑥5

24
− 2𝑥 + 𝑜(𝑥5) 

3 sin(𝑥) − 𝑥 cos(𝑥) − 2𝑥 = 𝑥5 (
1

40
−

1

24
) = −

𝑥5

60
+ 𝑜(𝑥5) = 𝑥5 (−

1

60
+ 𝑜(1)) 

𝜋𝑥5 + 𝑥6 = 𝑥5(𝜋 + 𝑥) 

3 sin(𝑥) − 𝑥 cos(𝑥) − 2𝑥

𝜋𝑥5 + 𝑥6
=

−
1

60 + 𝑜(1)

𝜋 + 𝑥
 

lim
𝑥→0

3 sin(𝑥) − 𝑥 cos(𝑥) − 2𝑥

𝜋𝑥5 + 𝑥6
= −

1

60𝜋
 

 

4. 

ln(1 + 2𝑥) = 2𝑥 −
(2𝑥)2

2
+ 𝑜(𝑥2) = 2𝑥 − 2𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

𝑒2𝑥 = 1 + 2𝑥 +
(2𝑥)2

2
= 1 + 2𝑥 + 2𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 

1 − cos(𝑥) =
𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2) 

1 + ln(1 + 2𝑥) − 𝑒2𝑥 = −4𝑥2 + 𝑜(𝑥2) 



1 + ln(1 + 2𝑥) − 𝑒2𝑥

1 − cos(𝑥)
=

−4𝑥2 + 𝑜(𝑥2)

𝑥2

2
+ 𝑜(𝑥2)

=
−4 + 𝑜(1)

1
2 + 𝑜(1)

 

lim
𝑥→0

1 + ln(1 + 2𝑥) − 𝑒2𝑥

1 − cos(𝑥)
= −8 

 

 

Exercice 4 : 

1. 

𝑓(𝑥) = √
(

1
𝑣

)
3

1
𝑣

+ 1
= √

1

𝑣2 + 𝑣3
 

𝑓(𝑥) = √
1

𝑣2(1 + 𝑣)
 

𝑓(𝑥) =
1

𝑣
√

1

1 + 𝑣
 

𝑓(𝑥) =
1

𝑣
√1 − 𝑣 + 𝑣2 + 𝑜𝑣→0(𝑣2) 

Soit 𝑢 = −𝑣 + 𝑣2 + 𝑜𝑣→0(𝑣2) 

√1 + 𝑢 = 1 +
𝑢

2
−

𝑢2

8
+ 𝑜𝑢→0(𝑢2) 

√1 − 𝑣 + 𝑣2 + 𝑜𝑣→0(𝑣2) = 1 +
1

2
(−𝑣 + 𝑣2) −

1

8
(−𝑣 + 𝑣2)2 + 𝑜𝑣→0(𝑣2) 

√1 − 𝑣 + 𝑣2 + 𝑜𝑣→0(𝑣2) = 1 −
𝑣

2
+

3

8
𝑣2 + 𝑜𝑣→0(𝑣2) 

𝑓(𝑥) =
1

𝑣
−

1

2
+

3

8
𝑣 + 𝑜𝑣→0(𝑣) 

𝑓(𝑥) = 𝑥 −
1

2
+

3

8𝑥
+ 𝑜𝑥→+∞ (

1

𝑥
) 

 

2. 

Une asymptote oblique de 𝐶𝑓 en +∞ est de forme : 

𝑦 = 𝑥 −
1

2
 

3. 



𝑓(𝑥) − (𝑥 −
1

2
) =

3

8𝑥
+ 𝑜 (

1

𝑥
) ~

3

8𝑥
> 0 

Donc 𝐶𝑓 est au-dessus de l’asymptote oblique. 

 


