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Exercice 1 :

Partie 1 :

Soit a, b, c ∈ R. Soit le système linéaire suivant :

(S1) :


x+ 2y + 3z = a

x+ 2y + 4z = b

x+ 2y + 2z = c

1. Ecrire le système linéaire en forme matricielle.

2. Echelonner la matrice obtenue.

3. Déterminer les conditions sur a, b, c pour que ce système linéaire soit compatible ( incompa-
tible ).

4. Lorsque le système est compatible, résoudre le système linéaire en fonction de a, b, c, et
déterminer son rang.

Partie 2 :

Soit m ∈ R. Considérons le système linéaire suivant :

(Sm) :

{
x+ (m+ 1)y = 2
mx+ (m+ 4)y = 4

1. Résoudre en fonction de m le système (Sm) tout en précisant les conditions sur m pour que
ce système linéaire soit compatible ( incompatible ).

2. Lorsque le système (Sm) est compatible, donnez son rang.

Partie 3 :

Soit le système linéaire suivant :
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(S2) :


−x+ 2y + 3z + t = 2

x+ z + t = 0

x+ 2y + 2z + 2t = 0

x+ 2y − 3z + 2t = 1

1. Ecrire le système linéaire en forme matricielle.

2. Echelonner la matrice obtenue.

3. Si le système est compatible, résoudre le système linéaire, et déterminer son rang.

Exercice 2 :

1. Soit (G, ⋆) un groupe, et A,B ⊂ G des sous-groupes de G.

Montrer que A ∩B est un sous-groupe de G.

2. Soit f, g : (E1, ⋆) −→ (E2,⊤) deux morphismes de groupes, soit e1 et e2 les éléments neutres
des groupes respectifs E1 et E2. On rappelle qu’un morphisme de groupes vérifie

∀x, y ∈ E1 : f(x ⋆ y) = f(x)⊤f(y).

(a) Montrer que ∀x ∈ E1 , f(x−1) = (f(x))−1. ( On admet que f(e1) = e2 ).

(b) Montrer que H = {x ∈ E1 / f(x) = g(x)} est un sous-groupe de E1.

Exercice 3 :

Soit l’ensmeble I = Z× Z× R∗
+, et ⋆ une opération définie sur I par :

Pour tout (x1, y1, r1), (x2, y2, r2) ∈ I,

(x1, y1, r1) ⋆ (x2, y2, r2) = (x1 + x2, y1 + y2, r1 · r2),

où · est la multiplication usuelle sur R∗
+ et + est l’addition usuelle sur Z.

1. Montrer que (I, ⋆) est un groupe commutatif.

2. Soit H = {(x, y, 5−x · 3−y) / x, y ∈ Z}. Montrer que H est un sous-groupe de (I, ⋆).

3. Soit f : (I, ⋆) −→ (Q∗
+, ·), (x, y, r) 7→ r · 5x · 3y où · est la multiplication usuelle sur Q∗

+.

(a) Montrer que f est un morphisme des groupes.

(b) Calculer ker(f) et Im(f).

(c) Est-ce que f est un isomorphisme de groupes ?
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