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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte 5 exercices. L'ordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.

00

Exercice 1 [5 points]

1. Soit (G, *) un groupe. Montrer que H est un sous-groupe de (G, x), si et seulement si, H est non vide
et pour tout x, y éléments de H,x ! x y € H. 2.5 points

2. On note U I'ensemble de C suivant :
U=1{zeClz|=1}

Montrer que (U, .) est un sous-groupe de (C,.). 2.5 points

Solution

1. Soit H une partie de G. Supposons que H est un sous-groupe de (G, *). Alors H est un groupe. Soit
(x;y) € H? alors x~! € H,(car H est un groupe) et donc x x y~! € H car H est stable. De plus e € H.

Réciproquement, supposons que pour tout (x; y) € H?, x x y~! € H et H non vide. Alors

Soit x € H, alors xx~' € Hdonce€ Hetex™! = x! € H. On en déduit que xy = xy~ € H donc H est
stable.

On a donc un ensemble non vide, stable par 'opération, qui contient I’élément neutre, les inversibles
et laloi est associative donc (H, *) est un groupe donc un sous-groupe.

1
2. Soit (x,y) € U, alors I'inverse de y est —
y

On vérifie si xy~! appartient a U:

x| lxl 1

yIomo1
donc xy~! € U donc U est un sous-groupe de C

[y~ =

Autre méthode: 1 appartient U car |1|=1.



U est stable car pour (x,y) e U, |xyl=Ix|lyl=1x1=1

De plus I'inverse de y, % est tel que

1
=—=1doncy 'eU.
|yl

Donc U est un sous-groupe de C, x)

C—-R
Autre méthode: module: est un morphisme de groupe et U est le noyau de ce morphisme.

xX— |z

Exercice 2 [2 points]

n+1l

Soit (G, x) un groupe et soit a € G, tel qu'il existe un entier n, telque a"** =axaxa---xa=e, avece

I’élément neutre de (G, x). On note A ’ensemble
A={ea,d*,...,a"}

Montrer que (A, %) est un groupe commutatif.
Solution
Soit (¢, d) € G2, soit (m, p) € [0, n]? tels quec=a"etd = a”
alorsd ' =a""'"Peneffet da”' P =aPa"" P =a" =e=a""1"Pd
Onadonc cd ! = a™a"t17P = gm+"1-p
Or0sms<net0<spsndoncOsn-p<ndoncOsm+n—-ps<2n
Soitk=m+n—-ps< netcd '=a*avecke [0, n]
Soitm+n—p>netalorsk=(m+n—-p)-n=m-pel0,n]
Dans les deux cas cd ' € A
Enfin A est commutatif car aa” = a™? = a?*"™ = aP a™

Exercice 3 [6 points]

On note G ’ensemble de R; [ X] suivant
G={aX+beR,[X]; a#0}
Pour tous P=aX + b et Q =cX +d, éléments de G, on note

PxQ=acX+(ad+Db)

1. Montrer que x est une LCI sur G. 1 points
2. Montrer que (G, %) est un groupe. 2.5 points
3. (G, %) est-il commutatif? 1 points

4. Lobjectif de cette question est de construire un sous-groupe commutatif de (G, x). On fixe k e Ret on
définit
Ar={aX+k(a—1)€eG}.

Montrer que Ay est un sous-groupe commutatif de (G, x). 1 points



Solution

1. P x G est évidemment un opération interne de R; [X].
LaloiestinternesurGcarsiaZ0etc#0,alorsac#0donc (aX+b)*x(cX+d)eG
2. Associativité...
(a@aX+Db)*x(cX+d)*x(eX+[)=(aX+b)x(ceX+(cf+d)=aceX+alcf+d)+Db
=aceX+acf+ad+Db

(aX+Db)*x(cX+d)*x(eX+[f)=(acX+ad+Db)x(eX+f)=aceX+acf+ad+Db
=aceX+acf+ad+Db

Donc la loi est associative.

Neutre (aX+b)*x (cX+d)=aX+boacX+ad+b=aX+bec=1letd=0
Le neutre semble étre X. A droite c’est le cas par I'équivalence précédente.
On vérifie a gauche: (X) x (cX+d)=cX+1d+0=cX+d

Donc X est le neutre.

Recherche du symétrique:

1 b
a@X+b)*x(cX+d)=Xeoac=letad+b=0c=—etd=——
a a
1 b 1 1 b
On vérifie que —X——)*(aX+b)=—aX+—b——=X
a a a a a
1 b L
donc EX —Eestle symétrique de aX + b
G est donc un groupe.
3. Ona 22X+ D *(X+2)=2X+5et(X+2)%x(2X+1)=2X+3
donc le groupe n’est pas commutatif.
4. Soitx=aX+k(a-1)ety=bX+k(b-1)
1 k(b—-1 k(b—-1
xxy ™= (@X +kla=1) x| X~ ( )):gX—%+k(a—l)
a —ak(b-1)+kba-1) a —akb+ak+kba-kb a k(a—Db)
==X+ =—X+ ==X+
2 a b b b b b
:—X+k(——1)€Ak
b b

Donc Ay est un sous-groupe de H

Exercice 4 ( 7 points)



1. Déterminer, selon la valeur du parameétre m € R et en utilisant le pivot de Gauss, I'’ensemble des solu-
tions du systéme :

x + y + mz = 1
3x + y - z =1
X - 2y + 2z = m

1 1 m
31 -1
1 -2 2
Solution
Notons (%) le systeme.
On procede par pivot de gauss sur x, puis y.
Alors
x + y + mz = 1
() = -2y + —-z(1+3m) = -2 Ly~ Ly—-3L;
-3y + (@2-mz = m-1 ILz3—IL3z3-1
x + y + mz = 1
— -2y + -z(1+3m) = -2
z(31+3m)+22-m)) = 6+2(m—-1) Lp—-3Ly+2L3
x + y + mz = 1
— =2y + —-z(1+3m) = -2
zZ(3+9m+4-2m) = 2(m+2) Lp—-3Ly+2L3
x + y + mz = 1
— -2y + -z(1+3m) = -2
7zim+1) = 2(m+2) Lp<——-3Ly+2L3

On peut alors discuter suivant les valeurs de m: :

e Sim+1#0, c'est-a-dire si m # —1, le systéme n’admet pas de solutions car équivalent a 0 = 4 (3éme
équation)
2(m+2) 5-3m?

e Sinon,onaz=———puisy=1-x—mz=——
7(m+1) 7(m+1)

m+7 5-3m? 2(m+2))}
2 '7im+1)7m+1) /|

Lensemble des solutions est alors {(

Autre méthode:

On procede par pivot de gauss sur y, puis z.

Alors
X + y + mz = 1

(F) =< 2x - (m+1z 0 Ly —Ly— L,
3x + 2(m+1)z = m+2 L3—L3+2L,



y + mz + x = 1

— —-m+1z + 2x = 0
7 = m+2 L3<—2L2+L3
y + mz + x = 1
2(m+2)
— (m+1)z =
7
m+2

X =

7
On peut alors discuter suivant les valeurs de m :

1
e Sim+1#0, c'est-a-dire si m # —1, le systéme n’admet pas de solutions car équivalenta 0 = Z (2eme
équation)

2m+2) . 2(m+2)(1+3m) —-6m?+10 5-3m?
= puis y = — +1= =

7(m+1) 14(m+1) 14m+1)  7(m+1)
2(m+2) 3m*-5 m+7
7m+1) 7(m+1) 2

e Sinon,onax=

etx=1-m

m+7 5-3m? 2(m+2))}

L'ensemble des solutions est alors {( , ,
2 7im+1) 7(m+1)




Exercice 5 [3.5 points]

Pour tout a € R on définit le systéme

ax + (1-ay + (Q-a)z =
ax + (Q+ay + (Q+a)z =
X + y + 2z =

1. Déterminer en fonction de a les solutions du systeme.

2. Pour quelles valeurs de a le sytéme est-il de Cramer?

Solution

3 points

0.5 points

Notons (S) ce systéme, et appliquons la méthode du pivot de Gauss en choisissant la troisieme ligne

comme pivot:

x + y + 2z =
(S) = y + (1-az =
1-2a)y + (1-3a)z =
x + y + 2z

= y o+ 1-a)z
(1-3a)—-(1-2a)(1-a)lz
X + y + 2z =
= y + (I-a)z =
-2a’z =

On distingue alors plusieurs cas.

3 1
YT 27 2a
. . 31 3

Sia#0,onobtient<={y = 5_2__adoncsz 5_2_
a

“1

z = -l1+—

2a

Donc le systéeme est de Cramer.
Si a =0, le systéme est équivalent a
x+ty+2z=1
{ y+z=0

et donc I'ensemble des solutions est {(1+y,y,-y); y € R}.

1-a L3

0 L2—6lL3
2a°—-a Li-als

l1—-a

0

2a°—a Ls—-(1-2a)l,
l—a

0
2ad%-a



Remarque:
On peut également simplifier le systeme en effectuant la somme et la différence des deux premieres

lignes:

ax + (l1-ay + (Q-a)z = a
ax + (Q+ay + (+a)z = a-a®
X + y + 2z = 1l-a
2ax + 2y + 2z = a Li—Li+1L,
x + y + 2z = 1l-a

Il
Q
|
[\
Q

)
~
)
!
~
)
|
on

2ay + 2az

Donc le systéme est de Cramer.
Sia =0, le systeme est équivalent a

x+y+2z=1
y+z=0
et donc I'ensemble des solutions est {(1+y,y,-y); y € R}.
Sinon,
a
ax + y + z = 3 Li—L,/2
4 + Z = i—a L2—>L2—L1
x + y + 2z = 1-a
y + z = %—a Li— L3
X + 2z = % Ly—L3—L»
3a-1
ax = L3—>L1—L2
2
= 3_ L
2 2q
z = —1+ﬁ
_ 3_1
= 27274




