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Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des justifications.

Le sujet comporte cing exercices. L'ordre dans lequel ceux-ci sont traités n'est pas imposé.
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Exercice 1 (Groupes : 3 points).

1. Montrer que (U, x) est groupe.

2. A=({2k / ke z},+)et B=({2k +1 / k € Z},+) sont-ils des sous-groupes de (Z,+)?

3. C=({av2+br [ a,b €Z},+) est-il un sous-groupe de (R, +)?

4. Soit R? muni de la loi x définie par :

(a,b)x(a’,b")=(a—2a’,b+3Db")
(R?,*) est-il un groupe?

Exercice 2 (Groupes et Morphismes : 4 points). Soit (G, T) et (G’,*) deux groupes, et soit f un morphisme
de groupes de (G, T) dans (G’, *).

1. Si e est1’élément neutre de (G, T) et e’ est 'élément neutre de (G’, ), montrer que f(e)=e’.

2. Montrer que pour tout x de G, f(x)! = f(x™1).

3. Soit H un sous-groupe de G. Montrer que f(H) est un sous-groupe de G’.

4. Montrer que Ker(f) est un sous-groupe de (G, T)

Exercice 3 (Groupes et Morphismes : 3 points).
Soit x la loi de composition interne définie sur R par :

wl—=

V(x,y)eR:, xxy =(x>+y°)

1. Montrer que (R, *) est un groupe commutatif.

2. Montrer que f : (R,+)— (R, x) définie par f(x)= X3 estun isomorphisme de groupes.
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Exercice 4 (Groupes et Morphismes : 11 points).
Partie A: Soit @ un nombre complexe non nul vérifiant @> = @ —1 (on ne demande pas de calculer a).
1.
(a) Montrer que a®=—1.
(b) Soit k €N. Calculer, a*, a3**+! et a3**+2 en fonction de a.
(c) En déduire a” pour tout n € N.

(d) Soit p €Z, déterminer a” en fonction de a (et de p).

(a) Montrer que H ={n €Z / a" =1} est un sous groupe de (Z;+).
(b) Montrer que H =6Z=1{6z / z €Z}.
3. Déterminer le plus petit sous-groupe G, de C*, contenant a.
Partie B: Soit § € C*, on note pg I'application :

[z — ¢
Lpﬁ'n._)/jn

1. Montrer que pour tout f§ € C*, 95 est une morphisme de groupe.
2. Soit a le nombre complexe défini dans la partie A.

(a) Montrer que Keryp, =H.

(b) Montrer que Im g, =G.

(c) L'application ¢, est-elle injective? surjective?
3. A quelle(s) condition(s) sur 3, 'application ¢ p estinjective?

Exercice 5 (Systemes linéaires : 3 points).
Ayant a résoudre le systeme linéaire suivant :

2x+7y+z = 1 (E)
2x+3y—5z = 4 (E))
—4x+3y+z = 5 (E3)

un étudiant démarre ainsi :

j’éliminex en retranchant (E,) de (E;):4y +6z =—3
j’éliminey en retranchant (E;) de (E,):6x —6z =—1
j’éliminez en retranchant (E;) de (E;): —6x—4y =4

1. Le systéme ainsi obtenu est-il équivalent au systeme initial ?

2. Résoudre le systeme initial par la méthode de Gauss.
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