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Themen° 0

Comparaison locale des fonctions réelles

0.1 Négligeabilité. Domination

0.1.1 Négligeabilité

Définition 0.1 (Négligeabilité). Soit I un intervalle de R et a un point de /.
Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I telles que ¢ ne s’annule pas sur I'\{a}.

On dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de a si et seulement si il existe une fonction réelle
€ définie sur [ telle que
JlcirrLlls(x)zo et Vxel, f(x)=e(x)p(x)
Cette relation se note
f=o04p) ou f(x)=0,.4(p(x)) (notation de LANDAU)
ou

<o ou f(x) € p(x) (notation de HARDY)
a xX—a

(Siil n'y a pas d’ambigiiité, on omettra d'indiquer le point a.)

Remarque. La notation f = o,(y) est impropre, car plusieurs fonctions différentes peuvent étre négligeables
devant une méme fonction ¢ au voisinage de a, c’est-a-dire

fi=04l9) , fr=04lp) avecfi#f
Exemple. X=0y100(x?) V=0, ,00(x?) sin® x = 0,_,0(x)

Proposition 0.1 (Négligeabilité devant une constante non nulle). Soit I un intervalle de R, @ un pointde I et
f une fonction réelle définie sur I. Alors

f=0,1) < lim f(x)=0

Proposition 0.2 (Caractérisation rapide). Soit I un intervalle de R et @ un point de I.
Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I telles que ¢ ne s’annule pas sur I'\{a}.

lim M:
f=04(p) &= 1 *ap(x)
pla)=0= f(a)=0

0
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Proposition 0.3 (Regles opératoires de o,). Soit I un intervalle de R et @ un point de I.
Soit f, g et , Y des fonctions réelles définies sur I telles que ¢ et i) ne s’annulent pas sur I\{a}.

L. Si f=o0,(p)etg=04(yp) alors f +g=04(p).

2. Si f =0,4(p) alors pour toutréel A, A f =o0,(¢).

3. Si f = 04(p) et g = 0, (), alors £ = 0,(p3).

4. Si f =0,(p) et  =0,(t)), alors f = 0, ().

5. Si h est une fonction réelle définie au voisinage de b eR, alors:

lim h(x)=a
{x_)b = foh=o0,(poh)
f=0a(<P)

0.1.2 Domination

Définition 0.2 (Domination). Soit I un intervalle de R et a un point de I.
Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I telles que ¢ ne s’annule pas sur I'\{a}.

On dit que f est dominée par ¢ au voisinage de a si et seulement si il existe une fonction réelle y
définie sur I telle que

x estbornée au voisinage de a et Vxel, f(x)=y(x)p(x)

Cette relation se note
f=04.(p) ou f(x)=0,_, (go(x)) (notation de LANDAU)

ou
<o ou f(x) < p(x) (notation de HARDY)
a X—a

(Siiln’y a pas d’ambigiiité, on omettra d’indiquer le point a.)

Remarque. Lanotation f = O,(¢) estimpropre, car plusieurs fonctions différentes peuvent étre dominées par
une méme fonction ¢ au voisinage de a, c’est-a-dire

fi=04(9) . f2=04(p) avecfi#f

Exemple. x=0,100(x?) 2x2=0,,00(x%) x2=0,_0(x)

Proposition 0.4 (Domination devant une constante non nulle). Soit I un intervalle de R, a un pointde I et f
une fonction réelle définie sur I. Alors

f=0,(1) < f estbornée au voisinage de a
Proposition 0.5 (Caractérisation rapide). Soit I un intervalle de R et a un point de I.

Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I telles que ¢ ne s’annule pas sur I'\{a}.

£=0,(0) i est bornée au voisinage de a
=04p) =
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Proposition 0.6 (Regles opératoires de O,). Soit I un intervalle de R et @ un pointde I.
Soit f, g et , Y des fonctions réelles définies sur I telles que ¢ et i) ne s’annulent pas sur I'\{a}.
L. Si f=04(p) et g =04(yp), alors f +g =0,(¢p).
2. Si f =0,(p) alors pour toutréel A, Af =0,(p).
3. Si f=04(p) et g = 0, (1), alors fg =0, ().
4. Si f =04(p) et p =0, (), alors f =0, ().
5

. Si h est une fonction réelle définie au voisinage de b € R, alors :

{ lim h(x)=a
x—b

= foh=0p(poh)
f=04(y)

Proposition 0.7 (Régles opératoires communes). Soit I un intervalle de R et a un point de I.
Soit f, g et ¢, i des fonctions réelles définies sur I telles que ¢ et i) ne s’annulent pas sur I\{a}.

1. Si f =o0,4(p)alors f =0,4(p).

2. Si f=04(p) et g =0,4(y), alors fg=0,(p1).
3. Si f=0,(¢p) et p =0,(), alors f =0,(1)).

4. Si f=0,(p) et =0,(), alors f =0,(1)).

0.1.3 Comparaisons de référence

Proposition 0.8 (Puissances). Soit ¢ et f deux nombres réels. Alors

a<f &= x"=0, 400(xP)

a>p = x“=0x_,0+(xﬁ)
Proposition 0.9 (Comparaisons logarithmes/puissances). Pour toutréel a, ona:

VB >0,(Inx)* =0, 00 (x”)
Yy <0,(Inx)* =0, (x7)

Proposition 0.10 (Comparaisons puissances/exponentielles). Pour tout réel @, ona:

Vae]l,+00[, x* =0, 400 (a”)

Vae[0,1],a* =0, 00 (x%)
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0.2 Equivalence

Onrappelle icil'intérét des équivalents pour déterminer rapidement certaines limites dans le cas de formes
indéterminées. .. a condition de les utiliser correctement!

0.2.1 Définition

Définition 0.3 (Equivalence). Soit I un intervalle de R et a un point de I.
Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I qui ne s’annulent pas sur I'\{a}.

On dit que f est équivalente a ¢ au voisinage de a si et seulement si il existe une fonction réelle n
définie sur I telle que

Jlcin}lr)(x)zl et Vxel, f(x)=n(x)p(x)
Cette relation se note

fre 0w f0) ~ e(x)

X—a
(Siil n'y a pas d’ambigiiité, on omettra d'indiquer le point a.)
2

Exemple. +x ~ x , sinx ~ x
X—+00 x—0

Proposition 0.11 (Equivalence devant une constante non nulle). Soit I un intervalle de R, a un point de I et
f une fonction réelle définie sur I. Alors

h44 eR*,f;f < lim f(x)={

X—a

Remarque. f ~0impliquerait que f s’annule sur I, ce qui est impossible par hypothese.
a

f ~0N'AAUCUN SENS!
a

Proposition 0.12 (Caractérisation rapide). Soit I un intervalle de R et @ un pointde I.
Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I qui ne s’annulent pas sur I\{a}.

limmz
frpe{ra p(x)
pla)=0= f(a)=0

1

0.2.2 Regles opératoires
Cas général

Proposition 0.13 (Regles opératoires de Z)' Soit I un intervalle de R et a un point de I.
Soit f, g et , Y des fonctions réelles définies sur I qui ne s’annulent pas sur I\{a}.

1. Siff;gaetg;w,alorsfg;gmp.
, 1 1
2. Slf;goalorsfza.

3. Sif;(petgr;w,alors

~
a

o [~
<6
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4. Sif;npetcp;w,alorsf;w.

5. Si f et p sont positives sur I et f ~ ¢, alors f% ~ % pour tout @ € R
a a

6. Si h est une fonction réelle définie au voisinage de b €R, alors :

lim h(x)=a
b =  foh~goh
f~e b

Addition

Remarque. «Si f~¢ etg~1,alors f +g~ ¢+ »est fausse dans le cas géneral.
a a a

x+x2~x

Exemple. Au voisinage de a =0, ) O Mais
XA AT~

(x+x)+(—x+x3)=2x>£0=x+(—x)
0

ON NE PEUT PAS ADDITIONNER DES EQUIVALENTS N'IMPORTE COMMENT!

On peut toutefois isoler certains cas ou cela est possible.

Proposition 0.14 (Addition d’équivalents). Soit I un intervalle de R et a un point de I.
Soit f, g et , Y des fonctions réelles définies sur I telles que ¢ et i) ne s’annulent pas sur I'\{a} et que:

f~p et g~y

1. Si ¢ ety sont de méme signe constant au voisinage de a, alors f+ g ~ ¢ + .
a

2. Sip:x—Ax“ etz,b:x»—»uxﬂ,alorstrg;(erw saufsia=pf et A+u=0.

Composition par la gauche
(La propriété 5 de la proposition 0.13 assure qu'’il est possible de composer les équivalences par la droite.)

Remarque. La proposition

«Si h est une fonction réelle définie au voisinage de ¢(a), et f ~ alors ho f ~ hop.»

est fausse en général.

Exemple. Auvoisinagede a=+00, x+1 ~ x.Maise**! o+ e*,
xX—+00 X—+00

Proposition 0.15 (Composition a gauche par ’exponentielle).
Soit I un intervalle de R et a un point de 1.
Soit f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I qui ne s’annulent pas sur I\{a}. Alors

eXpOf’;eXpO(p = ligzn(f—cp):o
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Proposition 0.16 (Composition a gauche par le logarithme).
Soit I un intervalle de R et a un pointde I et f et ¢ deux fonctions réelles définies sur I.
Si ¢ est strictement positive sur I\{a} et admet une limite { € R, \{1}, alors
f~p=Inof ~Inogp
a a
Exemple. Auvoisinagedea=0,1+x ~ 1+4+2x.Mais x ~01n(1 +x) % In(1+2x) ~ 2Xx.
X— X—

x—0 x—0

ON NE PEUT PAS PRENDRE LE LOGARITHME D’EQUIVALENTS N'IMPORTE COMMENT!

0.2.3 Lienaveco,etO,

Proposition 0.17. Soit I un intervalle de R et a un point de 1.
Soit f, ¢ ety des fonctions réelles définies sur I qui ne s’annulent pas sur I\{a}.

1. Sif=o,(p)ety ~ Y, alors f =0,(Y).
2. Sif ~pety =0,4(y), alors f =o0,(Y).
8. [~y &= f—p=o04y)
4. Si f=04(p)etp ~ Y, alors f=0,((y).
5 Sif ~pety =0,(y), alors f =0,(y).
6. Sif ~ alors f =0,(p) et o =04(f).
Remarque. «Si f =0,(p)et o =0,(f)alors f ~ P est fausse en général.
Exemple. Auvoisinage de a =+00, x =0, _,,00(2x) et 2Xx =0, o(x). Mais 2x # x.

x—+00

0.2.4 FEquivalents usuels

Proposition 0.18 (Cas simples de calcul d’équivalents).

1. Tout polyndme est équivalent a son terme de plus haut degré en +00 ou —oo.
Tout polynéme est équivalent a son terme de plus bas degré en 0.

2. Toute fraction rationnelle est équivalente au quotient de ses termes de plus haut degré en £oo.
Toute fraction rationnelle est équivalente au quotient de ses termes de plus bas degré en 0.

3. Si f est dérivable en a et f'(a)#0, alors f(x)— f(a) . f'(a)-(x—a).
4. Si f admet un développement limité au voisinage de 0, alors f est équivalente au terme non nul de plus
faible ordre en 0.
Exemple.

L x*+x%+2x ~ «x
X—+00

4

x4+ x%+2x ~ 2x

x—0
x3—x x3 1
, —m—m— ~ _— =
X4+ x2+42x x—to0 x4 x
x3—x —x 1
v r L
X4+ x242x x—0 2Xx 2

3. Avec f =expena =0, e*—1=exp(x)—exp(0) ~ exp’(0)-(x —0) = x.
x—)
3
X

4, sinx=x——++- ~ X
x—0
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Théoréme 0.1 (Equivalents des fonctions usuelles).

e*—1 ~ x In1+x) ~ x
x—0 x—0
sinx ~ x arcsinx ~ Xx shx ~ x
x—0 x—0 x—0
tanx ~ x arctanx ~ x thx ~ x
xX— x—0 x—0
x2 x2
l—cosx ~ — chx—1 ~ —
x—0 2 x—0 2

Pour tout réel ¢ fixé, (1+x)*—1 ~, ax

X—

Remarque. La plupart des équivalents usuels sont exprimés au voisinage de 0. Pour obtenir des équivalents

au voisinage d'une autre valeur finie a, il suffit d’effectuer un changement de variable du type x = a £ h avec
h au voisinage de 0.
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Exercice. Déterminer les limites suivantes :
. In(1+2tanx)
1. Ilm———

x—0 sinx

1 X
2. lim (1+—)
X—+00 X

3. lim (tanx)ctanx)

x—7/4
Solution.
1. Comme lim2tan x =0 et In(1 +X)X~ X,onaln(l +2tanx) ~ Ztanx

x—0

Comme tan x ~ x, il vient que In(1 + 2 tan x) ~ 2Xx.
xX— X—

. In(1+2tan x) 2x . . In(1+2tanx)
Deplussinx ~ x:onconclutalorsque ——— ~ — =2, puisque|lim —— =
x—0 sin x x—0 X x—0 sin x

1\* 1
2. Passons aulogarithme:ln(lJr;) :xln(1+;).

Comme lim — —Oetln(1+X) ~ X onaln(1+ ) ~ —.Donc
X

X—+00 X X—+00 X

1\* 1 1
Infl+—| =xIn{1+— ~ x-—=1
X X X—+00 X

1 X X
On conclut que lim ln(l +— ) =1, puis (exp étant continue en 1)| lim (1 + —) =e|
X X

xX—+00 X—+00

s
3. On effectue le changement de variable x = i h et on passe au logarithme :

T
Intan x lntan(z—h)
tan(4x)  tan(mr—4h)

In ((tanx)cotan 4x))

Etudions chacun des termes :

l1—tanh
. tan(z—h) = i, donc lntan(z—h) =In(1—tan h)—In(1 +tan h). Or
4 l1+tanh 4

In(l1—tanh) ~ —tanh ~ —h et —In(l1+tanh) ~ —tanh ~ —h

—0 h—0 h—0 h—0
On est dans les conditions de la propriété 2 de la proposition 0.14, donc
m
1ntan(Z - h) =In(1—tan h)—In(l +tanh) ~ —2h

- tan(mr—4h)=tan(—4h) o —4h

lntan(z—h) _oh
Done In((tan x)*) =~ 2 o o —ah = 2

[a—

)cotan(4x))

1
On conclut que lim In ((tan X puls (exp étant continue en 1/2) :

x—/4

lim (tan x)cotan(4x) —e 1/2 _ Je
x—7n/4
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0.3 Développements limités au voisinage de 0

1 2 n
X X
ex=1+—+—+...+_+0(xn)
1 2! n!
2 x4 x2n
Chx=1+§+—'+...+(Zn)'+0(x2n+l)
3 5 2n+1
* X 2n+2
=t G g gy o)
3 5 7
X 2x 17x
thr=x—F+ 75~ 55 tol)
: x4 nx2n 2n+1
cosx=1——+—+---+(—1) +0(x )
20 4 (2n)!
3 5 2n+1
X X X
sinx=x——+4—+---4+(-1" o(x2"+?)
3! 5l (2n+1)
t +x3+2x5+17x7+ (x?)
anx=x+—+—+_—"+o0o(x
3 15 315
] =1+x+x*++x"+0(x")
—X
1
T=1—x+x2+~-~+(—1)"x”+o(x”)
X
ala—1 ala—1)--(a—n+1
(1+x)a=1+ax+ (2' )x2+...+ ( )n(' )xn+o(xn)
2
X X 1-3-5---(2n—3
v1+x=1+5—§+...+(_1)n—1 zni' )xn+0(xn)
2
X X 1-3-5---(2n—3
Vl—x=1—5—§+---— zn’(ﬂ )x"+o(x")
1 x 3x2 1-3-5---(2n—1
=l——+—+---+(=1)" ( )xn+0(xn)
2 43 xn
—1n(1—x)=x+7+?+..+7+0(xn)
2 3 n
Xx° X
nl+x)=x——4+"—geeqp (=" 12— 4 0ox"
(L x)=x =+ 4t (D" oo (")
3 5 2n+1
X X X
arctanx=x——+— +---+(=1)" +o(x2”+2)
3 5 2n+1
3 3 x° 1:3:5--- 2n—1) x2n+l
arcsinx=x+-—-—+—+—+---+ ( )_ O(x2n+2)
3 8 5 2np! 2n+1
12
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Chapitre 0. Comparaison locale des fonctions réelles — TD

Exercice 0.1. Calculer les limites suivantes :

) tt—1
1. lim—
t—-11—t+In(1+1)

Exercice 0.2. Calculer les limites suivantes :

1
1. lim +
x—0+t1—x* xInx

2. lim vx+vx—vVx

X—+00

Exercice 0.3. Déterminer des équivalents simples de :
1. x+sinx en0, puis en+0o0

2. x—sinx en0, puis en +00
7
3. In(tan x) en 0%, puis en 1

1 1
4 ——
X tanx

5. Vx2+x— Vx3+2x2 en0%, puis en +0co

en(

Exercice 0.4. Déterminer les équivalents en0 de:
In(1+ x?)
x arctan x
1—chx
1—cosx
e*—cosx—x
x—1In(1+ x)

1. itx—
2. hixm—

3. fzix—

sin? x — x In(1 + x)

4 fiix— .
ex+cosx—sinx—2

Romain Dujol 13



Exercice 0.5. Déterminer les équivalents en +00 de:

1
e'/" —cos—
1. u,= n
1
1— —
n2
1 .
2. u,=——+/nsin—
n n
a
ln(cos—)
3. u,= 2 qvec a réel et b réel non nul

b
In (cos —)
n

4. U, = el/n _el/(n+1)

1
5. u, =arctan n—arccos -
(n+1)
In
n+2
. (n+1)
sin
nz+2

1 n
7. u,=e-: n2—n+1—n(1+;)

6. u,=

1n(1+n)]”ln”

Exercice 0.6. Pour tout entier naturel supérieur ou égal a deux, on note u,, = [ 0
nn

1. Déterminer un équivalent deln u,, en+00.

2. Endéduire lim u,,.
n—+o00
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Chapitre 0. Comparaison locale des fonctions réelles — TD (Corrigé)

Exercice 0.1.
th—1 1'—1 0

1—t+In(1+¢) t=1 1—1+In(1+1) In2
Int Int—Inl 1
. = In'(1)=-=1
r—1 r—1 -1 1
xV* X X X
3. 1In x=ﬁlnx—xlnﬁ:ﬁlnx——lnx:(ﬁ——)lnx ~ ——Inx
2 2 x—+o0 2
xVx xVx
Donc lim In—— =—00 puis, par continuité de exp sur R, hm = lim e*=0.
x—too Ly +00 1/— X——00
Exercice 0.2.
1 1 1 1 1 1
1. + = + = +—avecy=xlnx
1—x* xlnx 1—exlnx xlnx 1—e¥ y

Comme lim xInx =07, il vient que x — + admet une limite en 0* si et seulement si y —
) xfo+ 1—x* xlnx
T—e7 + — admet une limite en 0~ (auquel cas, leurs valeurs sont égales).

1 1 +1—eY
Ona +_:y ¢ , puis :
1—ey 'y (1—eY)y

2
e y+l—e’=y+1— 1+y+y +o(y2)] v +o(y?) ~ e
2 y—0- 2
«(1—eMy ~ —y-y=—y
y—0
1 1 —y%/2 1 1 1 1 1 1
D’ou +— ~ v’/ :—pu1s lim + = lim +—=-.
1—eY yy—-0r —y2 x—0+1—x* xlnx y-0-1—eY y 2
1 1/2
2 Vrt Vi E= (1+7) Jx= f(1+7) —Vx

1 \1/2 1 . 1
_ﬁ(l_'_ﬁ) _1:|x—::oo‘/_ T—z DOHCXI_I’E_IIOOVX+\/;—\/_—E.
Remarque. On peut aussi passer par |'expression conjuguée.

Exercice 0.3.

1. En0, x+sinx ~ x+x=2x.

x—0
En+oo, x+sinx=x+o(x) ~ x.
X—+00
3 3 3
X X X
2. En0, x—sinx=x—|x——+o(x%)|=—=+o0(x%) ~ —.
6 6 x—0 6
En+oco, x—sinx=x—o(x) ~ x.
X—+00
3. En 0%, tanx e x,donclIn(tanx) ~ lnx
X— x—0
i tan’(x) 1+tan? x
En —, onnote f : x — In(tan x). Alors ( ) Oet = .
4 I '2_) ( ) ! fx) tan x tan x
T 1+1 T T T T
Donc ’( ) =2#0etIn(tanx)= f(x)— (—) ~ /(—)~(x——)=2(x——).
f ] # ( )=f(x)—f 1 x_)mf 1 1 1

Remarque. On peut aussi appliquer la formule de TAYLOR-YOUNG a ’ordre un pour Inotan en 7w/4
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1 1 tanx —x
4. Ona —— =
X tanx xX-tanx

, puis :

e tanx—x = 03
X—

3 3 3
X X X
x+?+0(x3)]—x=?+o(x3) ~N—

e x-tanx ~ x-x=x2
x—0
L1 1 x3/3 x
D'ou —— ~ =_.
X tanx x—0 Xx2 3

5. En 0%, vx2+ x — Y/ x3 +2x2 ~ Vx—3V2x2=xY2_-32x23 ~ x12 = /x.
x—0+ x—0+
1 1/2 2 1/3
(1) (12
X X X
1 1 2 1 1 2)\1 1
=x-{|{1+—+o[=]||—(1+—+0l =] ||[=x || z—z |=+o0| =
2x X 3x X 2 3)x X
1

Exercice 0.4.
2

1L fi(x) ~ =1

x—0 x~x_

—x2/2
2. fZ(x)x:O x);//z -

3. e e¥—cosx—x=

x? x?
1+x+7+0(x2) — 1—7+0(x2) —x=x2+0(x?) wox2

x?2 ] x? x?2

e x—In(l1+x)=x— x—7+o(x2)

2

D’ol fg(x)x:O 22 =2.

4. esinfx=[x+ o(xz)]2 =x2[140(x)]? = x2[1+0(x)] = x2 + o(x3)
2 3

xln(1+x):x-[x—x7+o(x2) :xz—%+o(x3)

X X
Doncsin? x —xIn(1 + x)= — 4+ o(x%) ~ —.
2 x—0 2

2 43 %2 %3 %3
e e*+cosx—sinx—2=[1+x+"—+"—+0(x})|+|[1-+0x>)|—|x—=+0(x})|-2="+0(x?)
2 6 2 6 3
3
x°/2 3
Dol fy(x) ~ =_.
Al )x—>0 x3/3 2

1
Exercice 0.5. On utilisera le changement de variable & = — : ainsi rechercher I'équivalent de u,, lorsque n
n

tend vers l'infini revient a le chercher lorsque / tend vers 0%.
1
ATTENTION. Il faut alors reconvertir le résultat obtenu en i en remplacant s par son expression réelle, i.e. -
1. e eh—cosh:[1+h+o(h)]—[1+o(h)]:h+o(h)h~o+h

1 2
1T~ Lhty=

h—0+
h 2 ¢ t-a-di 2
Uy, ~ = —, C'est-a-dire u, ~2n.
"h—or h2/2 R "

D’ou
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1 1 h? ho/2
2. \/ﬁ——sinh=\/_——[h——+o(h3)]=\/ﬁ—[\/ﬁ—TJro(hW)

vh vh 6
h5/2 5 h5/2 1
— 2y ~—
=5 +o(h )h_)0+ 5 Donc u,, PR
. . (ah)®
3. Comme hr%)l+ cos(ah)=1, il vient que In(cos(a h)) o cos(ah)—1 oAt
& (bhY ., (ahy/2 _a*
De méme, In(cos(b h)) Moirat D’olu u,, ~ bhi/2 =2

4. el/n— gl = /(D) g1/n=1/(n+1) _ 1] = 1/(n+1) [em _ 1]

e lim eV =1 doncel/*D~1

n—+00
g 1 1 1
e gnntl) -]~ —m89 —~ —— = —
n(n+1) n-n n?
1
Dot u, ~—.
n2

1 T T
5. arctan w arccosh = (E —arctan h) — (E —arcsin h) =arcsin h —arctan h

h—0+ 2
. . n+l1 n+1 —1 1
6. o Comme lim =1, il vient que In ~ —1= ~——.
n—+00 1 42 n+2 n+2 n+2 n
n+1 n 1 . n+1 . n+1 n+1 1
e Comme ~—=—,ona lim et sin ~ ~—,
n2+2 n2 n n—+oo p2 42 n2+2 n2+2 n
R —1/n
D’ou u, ~ =—1.
1/n
1 1 1172
7. e-vni—n+l=e- nz(l——+—):en[l——+—]
n n2 n n2

1 1 17 1 1Y 1 1 3
=en|l-——+-——<-|—+—| to| = ||=en|l——+—-—+0
2n 2n? 8 n n2 n2 2n  8n?2

(1) =ne ()| =new[n (-t 5o ()]

n — | =nexp|nln —||l=nexp|n| ———+—+0 —
n p n P n 2n2 3n3 n3

=20 ol | = enew |5 ol )

=nex ——+—+40|—||=enexp| —+—+0| —

p 2n  3n2 n2 P 2n  3n2 n2

1 1 1( 1 1 )2 (1)

l-—+-—+-|——+-—| +o| =

2n  3n 2\ 2n 3n2 n2

. 1\" -1 1 -1 —e
Doue-vn2—n+1—n|l+—| =en 4ol —||~en-——=——.
n 12n2 n2 12n2  12n

Exercice 0.6.

=en

[ 1 11
=en|l——+

In(1+n
1. 1+n~n,doncIn(l+n)~Inn puis lim g:let:
n

—+c0 Inn

lnunznlnnln[
Inn

Inn Inn

~n-—
n

2. Donc lim Inu, =1 puis, par continuité deexpen1, lim u,=e'=e.
n—+0oo n—+00o

Romain Dujol 17

—— 4
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(

!

ln(1+n)]~nlnn[ln(1+n)_1]:nlnn.ln(1+n)—lnn _nln(1+n

1

n2

1
n2

h3 h3 h3 h3 1
h+—+0(h3)]—[h——+o(h3)]=—+o(h3) ~ —. Doncu,~—
6 3 2 2n

J

)
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Themene° 1
Généralités

Dans tout le chapitre, (E, || - ||) désigne un K-espace vectoriel normé (avec K=R ou C).

1.1 Définition

1.1.1 Série. Série numérique

Définition 1.1 (Série). Soit (u,),cn une suite d’éléments de E.

La série de terme général u,,, notée > u, ou Y. u, estle couple ((¢,),en, (Sn)nen) Ol la suite (S, ) nen
neN n=0
définie par :
n

VneN, Sn:Zuk

k=0
u, estle n®™€ terme ou terme général de Y, u,,. S, est la somme partielle d’ordre n de Y, u,,.
neN neN

Si la suite (u,,),>,, st définie a partir d'un certain rang n, € N, on définit de la méme maniére la série
n

numérique z u, avec S, = Z Uy pour tout n > ny.

>
nz=ny k=n0

Définition 1.2 (Série numérique).
Une série numérique est une série a valeurs dans E = K muni de la valeur absolue | |.

Exemple (Séries numériques réelles).

n
. . . nn+1
1. > nestlasérie de terme général n. La n®™° somme partielle est calculable : S, = Z k= %
neN k=0
2. Soit x un nombre réel. > x" est la série de terme général x". La n®™® somme partielle est calculable :
neN . 1— xn 11
— six#1
S e
k=0 n+1 six=1

1 1 . -
3. > — estlasérie de terme général — et la n®™° somme partielle est S, = Z
n

n>11 k=1 k
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1.1.2 Structure algébrique de 'ensemble des séries

Définition 1.3 (Opérations). On munit I’ensemble . des séries a valeurs dans E de deux lois :

— laloiinterne +: S xS - ;
(S Zn) = S
neN neN neN
— laloi externe -: Kx & - Y .
neN neN

Théoreme 1.1 (Structure algébrique de 'ensemble des séries).
Lensemble des séries a valeurs dans E muni des lois + et - vues en définition 1.3 est un K-espace

vectoriel.

1.2 Convergence

1.2.1 Définition

Définition 1.4 (Série convergente).

Une série > u, avaleurs dans E converge si et seulement la suite (S,),cy de ses sommes partielles
neN

converge dans (E, || - ||).

+00 +00
Auquel cas, on définit la somme de la série Y, u,, notée Z Uy, par » u,= hT Sp-
neN n=0 n=0 noree

Une série diverge si et seulement si elle ne converge pas.

Deux séries sont dites de méme nature si et seulement si elles convergent toutes les deux ou si elles
divergent toutes les deux.

Exemple (avec E =R).

n
n(n+1
e Lasuite des sommes partielles de > n a pour terme général S, = Z k= ¥
neN k=0 2
Donc (S,)nen diverge et la série > n diverge.
neN
1—x n+1
. . " L six#1
e La suite des sommes partielles de > x" a pour terme général S, = 1—x
neN n+1 six=1
qui ne converge que si |x| < 1.
+00 1
Doncsi|x| <1, lasérie > x™ converge et Z x" = ——. Sinon, elle diverge.
neN n=0 1 -
20
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Proposition 1.1 (Changement d’indice de départ).

Soit > u, une série a valeurs dans E et ny un entier naturel. Alors > u, et > u, sont de méme nature.
neN n>0 n=ny
I’lo—l

+00 +00
Si de plus, les deux séries convergent, alors E Uy, = Z U, + E Uy.

n=0 n=0 n=ny

n np—1 n
Démonstration. Pour tout entier n supérieur ou égal a n, Z U= Z Ui+ Z Uy.
k=0 k=0 k=ng

n
e Si > u, converge, alors la suite de terme général E Uy converge. On en déduit que la suite de terme général
n=0 k=0
n n ny—l1
E Uy = E Uy — E u; converge aussi, puis que »_ u, converge.

k=ny k=0 k=0 n>ng

n
e Si > u, converge, alors la suite de terme général Z u, converge. On en déduit que la suite de terme général

nzn, —
0 k=nq
n

E uj converge, puis que Z u, converge. O
k=0 n=0

Remarque. Lindice de départ n’a donc aucune influence sur la convergence d’une série numérique. Lorsque

I'étude d'une série se réduit a celle de sa convergence, on pourra noter la série étudiée >_ u,, ou >_ u,, lorsqu'il
n

n'y a pas d’ambigiiité.

IMPORTANT. Tous les résultats de convergence et/ou divergence de cette partie restent donc valables si on change

Uindice de départ des séries numériques dans leur énoncé.

1.2.2 Reste d’'une série convergente

Définition 1.5 (Reste d’ordre n). Soit Y. u, une série a valeurs dans E convergente.

neN
+00
On appelle reste d’ordre n de Y, u, lasomme de la série > uy, c’est-a-dire Z Up.
neN k>n+1 k=n+1

ATTENTION. | Il n’existe pas de reste pour une série divergente!

Remarque. Pour simplifier I'écriture, on note souvent :
— §,, la somme partielle d’ordre n;
— S la somme (lorsque la série numérique converge);

— R, lereste d’ordre n (lorsque la série numérique converge).

+00 +00 n
On a alors , c’est-a-dire Z Uy = Z Uy —Z Uy
k=n+1 k=0 k=0
Proposition 1.2 (Convergence du reste).

Soit Y u, une série numérique convergente et (R,),cy la suite de ses restes d’ordre 7.
neN
Alors (R,,),en converge vers Og.

Démonstration. Comme . u, converge, la suite (S,),cy des sommes partielles converge vers la somme S.
neN
Donc (R,) ey =(S —S,,)nen converge vers S—S =0p. O
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1.2.3 Condition nécessaire de convergence

Théoréme 1.2 (Condition nécessaire de convergence).

Silasérie Y u, avaleurs dans E converge, alors (u,),cy converge vers Og.
neN

Démonstration. Soit »_ u, une série convergente et (S, ),y la suite de ses sommes partielles.
neN
Alors (S,,),,.en converge vers une limite notée S.

Vn>1, u,=S,—S,;:donc(u,),y converge et HE]oo u,=S—S=0g.
n—

Corollaire (Condition nécessaire de convergence). Soit (u,,),cn une suite d’éléments de E.
Si la suite (u,,),en Ne converge pas vers Og, alors . u, diverge.
neN
IMPORTANT. Dans un tel cas, on dit que >_ u, diverge grossiérement.
neN

Exemple (Séries numériques réelles).

1. Comme lim n=+00, > n diverge grossiérement.

n—+00
neN
2. Soit x un nombre réel.

— si|x|>1, alors (x"),cy diverge : donc >, x" diverge grossiérement;

neN
— six=—1, alors (x"),,cy diverge : donc Z x™ diverge grossierement;
neN
— six =1, alors (x"),ey converge vers 1 : donc > x” diverge grossiérement;
neN
— si|x|<1, > x" converge et (x"),cy converge vers 0.

neN
Remarque. 1l ne s’agit que d'une condition nécessaire de convergence.

I existe des séries Y. u, divergentes telles que (u,),cn converge vers z€ro.
neN

1
Théoréeme 1.3 (Série harmonique). On appelle série harmonique la série numérique > -
nx1

n
. : . . 1
Pour tout entier naturel non nul 7, on note H,, sa n°™° somme partielle, c’est-a-dire H,, = E %
. . . k:1
La série harmonique diverge.

1
Démonstration. Supposons par I'absurde que »_ — converge. Alors (H,),»; converge vers une limite H.
n>1 1

1 1 1
Soit n un entier naturel non nul. Alors pour tout k € [n,2n], o7 < % < o Donc:
2n 2n
1 1 1 1
H - H = - > —_—=n— =
= Ha= k > 2n " 2n 2
k=n+1 k=n+1

1
En passant a la limite dans I'inégalité, il vient que 0=H — H > X ce qui est impossible.

1
On en conclut que donc » — diverge.
n>1
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1.2.4 Structure algébrique de 'ensemble des séries convergentes

Cas général

Théoreme 1.4. L'ensemble ., des séries a valeurs dans E convergentes est un sous-espace vectoriel de
I'espace vectoriel des séries a valeurs dans E (cf. théoréme 1.1).

De plus, l'application <&  — E est une application linéaire sur .%..
+00
u, — Z u,
neN n=0

Remarque. Donc :
— la somme de deux séries convergentes est convergente;
— la somme d’une série convergente et d'une série divergente est divergente.
ATTENTION. Il n’existe pas de résultat général pour la somme de deux séries divergentes. En effet :

— > let > (—1)sont (grossierement) divergentes et »_ [1+(—1)]= >_ 0 est convergente;

neN neN neN neN
— D 1est (grossierement) divergente et > (1+1)= > 2 est (grossiérement) divergente.
neN neN neN

+ conv. | div.
conv. | conv. | div.
div. div. 22?2

Cas des séries numériques

Théoréme 1.5 (Cas E =C).
Une série numérique a valeurs complexes »_ u, converge si et seulement siles sériesréelles > (Reu,,)

neN neN
+00 +00 +00
et > (3mu,) convergent toutes les deux. Auquel cas, Z U, = Z(Eﬁe u,)+i » (Smu,).
neN n=0 n=0 n=0

IMPORTANT. Autrement dit, on rameéne 1’étude sur E =C a celle sur E =R.

Définition 1.6 (Série-produit). On munit 'ensemble . des séries numériques de la loi :

X I XS - ¢
n
(Z Up, Z Un) = Z (Z ukvn—k)
neN neN neN \ 1 =o

Théoréeme 1.6. L'ensemble des séries numériques muni deslois + et - (définition 1.3) et x (définition 1.6)
est une K-algebre vectorielle.
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Cas des séries numériques réelles

Proposition 1.3 (Positivité de la somme).

+00
Soit > u, une série a valeurs dans E = R convergente telle que VYn €N, u,, > 0. Alors Z U, =>0.
neN n=0

n
Démonstration. On a donc pour tout entier naturel n, Z ur 2> 0. On conclut en passant a la limite.
k=0
Proposition 1.4 (Croissance de la somme).
Soit > u, et > v, deux séries a valeurs dans E = R convergentes telles que Yn €N, u, < v,.

neN neN
+00 +00
Alors E U, < E vy,.
n=0 n=0
n n
Démonstration. On a donc pour tout entier naturel n, Z U < » V. On conclut en passant a la limite.
k=0 k=0
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Theme n° 2

Séries numériques a termes réels positifs

Dans tout le reste de cette partie, on considere le cas £ =K.

2.1 Lemme fondamental

Proposition 2.1. Soit Y u, une série numérique a termes réels positifs.
neN
Alors la suite (S,,),,en de ses sommes partielles est croissante.

Démonstration. Pour tout entier naturel n, S,,,; —S,, = U,,41 = 0.

Théoreme 2.1 (Lemme fondamental des séries a termes positifs).

Soit > u, une série numérique a termes réels positifs. Alors > u, est convergente si et seulement
. el . . neN
si la suite de ses sommes partielles est majorée :
n

Z u, converge <= IM e€R,, VneN, Z up <M
neN k=0

Démonstration. On note (S,),cy la suite des sommes partielles de Y. u,,.
neN

(=) Comme ) u, converge, (S,),ey converge, donc est majorée.
neN

(<) D’apres la proposition 2.1, (S,,),,ey €st croissante.

Elle est également majorée, donc (S,,),cy converge, puis Y. u, converge.
neN

Proposition 2.2. Soit »_ u, une série numérique a termes réels positifs.
neN

n +00
1. Si > u, converge, alors Yn €N, Z up < Z Uy,.
neN k=0 n=0
n
2. Si > u, diverge, alors lim Zuk:+oo.
neN n—+00
k=0
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Démonstration. Onnote (S,),ey la suite des sommes partiellesde > u,, : d’apresla proposition 2.1, (S,,),ey €st une suite

. neN
croissante.

1. > u, converge, donc (S,),cy converge vers la somme S. (S,),cy est croissante, donc Vn €N, §, < liIJ}l S,=S.
neN n—+00

2. > u, diverge donc, d’apres le lemme fondamental des séries a termes positifs, (S, ),y I'est pas majorée.
neN
(S;)nen €st croissante, donc lilgl S, =+00. O

n—+00

2.2 Théoremes de comparaison

2.2.1 Théoréme de majoration

Théoréme 2.2 (Théoreme de majoration des séries a termes positifs).
Soit > u, et > v, deux séries numériques a termes réels positifs telles que Vn €N, u,, < v,.
neN neN

Si > v, converge, alors > u, converge également.
neN neN

n +00
Démonstration. D’apres la proposition 2.2, Vn €N, U < Y 1 < Z V.
k=0 k=0 k=0
Donc ). u, converge d’apres le lemme fondamental des séries a termes positifs. O
neN

N

Corollaire. Soit Y u, et > v, deux séries numériques a termes réels positifs telles que u,, = O, 100 (Vy).

neN neN
Si > v, converge, alors > u, converge également.
neN neN

Démonstration. u,=0,_c(v,),doncIN eN,ICeR,,Yn>N, u, <Cv,. > v, converge donc:
neN
1. > v, converge d’apres la proposition 1.1;
n>N

2. puis Y (Cv,)=C- > v, converge d’apres le théoreme 1.4;
n>N n>N

3. puis Y (Cuv,) converge d’apres la proposition 1.1;
neN

4. enfin > u, converge d’apres le théoreme de majoration des séries a termes positifs. O
neN

Corollaire. Soit Y u, et > v, deux séries numériques a termes réels positifs telles que u,, =0, 1.c0(Vy)-
neN neN

Si > v, converge, alors > u, converge également.
neN neN
Démonstration. u, =0,_,0(V,), donc u, =0,_,,.(V,). On conclut en utilisant le corollaire précédent. O
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2.2.2 Théoréeme de minoration

Théoréme 2.3 (Théoréme de minoration des séries a termes positifs).
Soit > u, et > v, deux séries numériques a termes réels positifs telles que Yn €N, u,, < v,,.

neN neN
Si > u, diverge, alors > v, diverge également.
neN neN
Démonstration. C’est la contraposition du théoréeme de majoration des séries a termes positifs. U

On peut donc formuler les contraposées des corollaires précédents.

Corollaire. Soit Y u, et > v, deux séries numériques a termes réels positifs telles que u,, = O, 100 (Vy).

neN neN
Si > u, diverge, alors Y. v, diverge également.
neN neN

Corollaire. Soit Y u, et > v, deux séries numériques a termes réels positifs telles que u,, =0, 1c0(Vy)-

neN neN
Si > u, diverge, alors >_ v, diverge également.
neN neN

2.2.3 Théoreme d’équivalence

Théoréme 2.4 (Théoréeme d’équivalence des séries numériques).
Soit > u, et > v, deux séries numériques réelles telles que u, ~ v,,.

neN neN n—+oo
Sila suite (v;,),en est de signe constant a partir d’un certain rang alors »_ u, et »_ v, sontde méme
neN neN
nature.

Remarque. Ce théoréeme est en particulier applicable aux séries numériques a termes réels positifs et aux séries
numériques a termes réels négatifs.

Démonstration. On suppose ici que (v,), est positive a partir d'un certain rang .

u 1 u 3
lim —=1doncINeN,Vn>N, - < — < = puis Yn>max(N, ng), u, >0.u, ~ v,donc:
n—+oo y, 2 v, 2 n—+0o00
— u, =0(v,) et > v, converge => >_ u, converge d’apres le corollaire page 26;
neN neN
— v, =0(u,) et > u, converge => > v, converge d’apres le corollaire page 26.
neN neN

Donc ). u, converge <= > v, converge.
neN neN
Si (v,,),en €St négative a partir d'un certain rang n, on applique le raisonnement précédent a (—v;,),en- O

ATTENTION.

Le théoreme n’est plus valable si 'hypothése « (v, ),,cn est de signe constant a partir d’'un certain
rang» n'est plus vérifiée.

Exemple. cf. TD
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Proposition 2.3 (Sommation des équivalences). Soit > u, et > v, deux séries numériques réelles de méme
neN neN

signe constant a partir d'un certain rang telles que u,, Yoo Un
n—+00

Si > v, converge, alors »_ u, converge et leurs restes sont équivalents :

neN neN +o0 +00

u ~ E v
z n n—+o0o n

k=n+1 k=n+1

Si > v, diverge, alors »_ u, diverge et leurs sommes partielles sont équivalentes :
neN neN n n

u ~ E v
Z n n—+o0o n

k=0 k=0

2.3 Séries de référence

2.3.1 Séries géométriques

Théoréme 2.5 (Série géométrique). Soit z un nombre complexe.

+00
. . 1
Alors > z" converge si et seulement si |z| < 1 : auquel cas, Z z" = .
neN — 1-z
Démonstration. La démonstration dans le cas réel a été traitée dans I’exemple page 20. O

2.3.2 Séries de RIEMANN

Théoréeme 2.6 (Série de RIEMANN). Soit o un nombre réel.

Alors >’ — converge si et seulement si ¢ > 1.
nx1

Démonstration. On distingue deux cas selon la valeur de a.

1 . .
— Si a £1, alors pour tout entier naturel nonnul n,ona0 < — < —.En appliquant le théoreme de minoration des
n

S|~

. e L.
séries a termes positifs, il vient que . — diverge.
n>=1 N

1
— Sia>1,t— ﬁ est décroissante sur R*+. Donc pour tout entier k >2:

11
Vielk—1k] - <

=t

k k
1 1
puis, en intégrant sur [k —1, k], —Q:J _“dt<f ﬁdt
k—1

On en déduit alors que :

n n k n 1—a 7" 1-a 1—a
1 1 1 t n—%—1 1 1 1
Vnzz,Z—sZ —dr=| —dr= = = 1— <
e ke el |y 1 |t 1—a 1—a a—1 na-l a—1

1

n
1 1 a
DoncVn>2, » —<1+——-=—-—.
; ke a—1 a-—1
- 1
D’apres le lemme fondamental des séries a termes positifs, >’ — converge. O
n

n>1
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Proposition 2.4 (Regle « n®u,, »). Soit > u, une série numérique a termes réels positifs. Alors :

neN
Ja>1, liELn nu,=0 = Zun converge
—4+00
" neN
Ja<1, lim n%u,=+o00 = u, diverge
n—-+00 n < n
ne

Démonstration.

. 1 1 . R .
= 0 puis u, = o(—a). a > 1 donc E — converge puis > u, converge d’apres le corollaire
n n
n>1 neN

e Donc lim
n—+o0o 1/na

page 26.

a

1 1
=0 puis — =o(u,). ¢ <1donc Z — diverge puis Y. u, diverge d’apres le corollaire page 27.
na 7 ne neN

e Donc lim
n—+0o 1Y,

O
2.3.3 Séries de BERTRAND
Théoreéme 2.7 (Série de BERTRAND).
Soit a et f deux nombres réels. Alors ——— converge si et seulement si
p ,EZ ne(lnn)P &
(a>1) ou (a=1letp>1)
O

Démonstration page 42.

2.4 Regles de convergence

2.4.1 Regle de D’ALEMBERT

Théoréme 2.8 (Régle de D’ALEMBERT).

Soit > u, une série numérique a termes réels strictement positifs telle que la suite ( ”+1)
neN _ Un JneN
convergevers{ e R, =R, U{+00}.

— Sif<1,alors ) u, converge.
neN

— Si{>1oul=+o00,alors > u, diverge grossiérement.
neN

ATTENTION. Lecas ¢ =1 est indéterminé.

Exemple.
. 1 Upi n?
e Siu,=—,alors —— = let > u, converge.
n2 U, (n+1)2 no+oo e}
. 1 u +1 n .
e Siu,=—,alors —— = let > u, diverge.
n U, n+1 n—+oo >l
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Démonstration. Traitons les trois cas £ < 1, > 1 et { =+00 séparément.

1 —_
e [ <1 D’apres la définition de la limite avec ¢ = —— >0,

u 1-/¢ 3—1 u 1+/¢
INeN,Vn>N, |22 —¢|< —— Ccest-a-dire INeN,Vn>N, <<
" 2 2 U, 2
P 1+¢
OnendéduitqueINeN,Vn>N, u, ., <u,- — )
. 1+ (140"
Montrons par récurrence que pour tout n > N, u, < uy - > = :
) 1+0\N r1+0\V
— sin=N,alorsuy <uy=uy-| — A—
2 2
. 1+0\N r1+2\"
— soitn> N telque u, < uy - —~ 12 , alors

1+¢ 1+ (1+6\" (1+¢ 1+ (1+0\"!
”nHS“"'(T)S“N'(T) (T) '(T)ZM’V’(T) (T)

1+¢ PSP +\" o - 1+£)"
Comme —— < 1, la série géométrique > [ —— | converge, ainsi que la série > | — | .
2 neN 2 n>N 2
On en déduit par théoreme de majoration des séries a termes positifs que > u,, puis Y. u, convergent.
n=N neN

e />1 D’apres la définition de la limite avec ¢ = % >0,

u {—1 144 u 3(—1
AINeN,Vn=N, | _¢|<—— Cest-a-dire INeN,V¥n>N, <<
n 2 U, 2
s 1+/¢
OnendéduitqueINeN,Vn>N, u, ., > u, - — )
i 1+ (140"
Montrons par récurrence que pour tout n > N, u, > uy - > "\ :
) 1+0\N r1+0\V
— sin=N,alorsuy > uy=uy-|{ — A—
2 2
. 1+\™N (1+0\"
— soitn >N telque u, > uy - —~ 12 , alors

| 1+0\™N r1+40\* (1+¢ 1+0\™NV 140\
”"“2”"'( 2 )2”’“( 2 ) ( 2 ) ( 2 )2”’“( 2 ) ( 2 )

1+¢ . . . . . . s
Comme > > 1 et uy > 0, on en déduit par minoration que 11r+n u, =+00 puis que »_ u, diverge grossiére-
n—+0oQo

neN
ment.

u
e { =+00 D’apres la définition de la limite, IN €N, Yn > N, —* > 2,
n

Comme dans le cas précédent, on montre par récurrence que u, > uy -2~ -2" pour tout n > N et

on conclut de maniére identique que » u, diverge grossiérement.
neN

i s P . 1 Unt1 n
IMPORTANT. De maniére générale, si u, = —, alors =
ne n+1

uﬂ
distinction entre les séries de RIEMANN convergentes et divergentes.
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Remarque. 1l ne s’agit pas d'une condition nécessaire de convergence ou de divergence :
. 2+(=1)" Up _ 1 2—(=1)"

— siu, = , alors =——
2n Uy 2 24(-1)n

0<u, < —,ilvientque > u, converge par théoreme de majoration des séries a termes positifs.
n

est le terme général d'une suite non convergente; comme

neN
. n Uny1 _ 2—(=1)" gl :
— siu, =24+(-1)", alors = estle terme général d'une suite non convergente; comme u, > 1,
Uy 24 (—=1)n
il vient que > u,, diverge par théoréeme de minoration des séries a termes positifs.
neN
n!
Exercice. Déterminer la nature (i.e. convergente ou non) de la série de terme général u,, = —.
n
Solution.  u, estune série numérique a termes strictement positifs. De plus
neN
u n+1) n* (n+1) n" n" n o\ 1\™"
n+1= ( ) __=( ) :(n+1) :( ) :(14——)
U, (n+1)7+1 pn! n! (n+1)n+1 (n+1)n+1 n+1 n

Comme In

1 1
:—nln(1+—) ~ —n-—=—1,ilvient que
n n

n—+oo

1 —n
(1+3)
n
lim In

n—+0o

1\ 1\
(1+—) ]:—1 puis lim (1+—) —e <1
n n—+o00 n

D’apreés la regle de D’ALEMBERT, Y. u, converge.
neN

2.4.2 Regle de CAUCHY

Théoreme 2.9 (Regle de CAUCHY).

Soit Y u, une série numérique a termes réels positifs telle que la suite (”1/ un)
neN

{eR, =R, U{+00}.

1ene CONVerge vers

— Sit<1,alors Y u, converge.
neN

— Si¢>1oul=+00,alors > u, diverge grossierement.
neN

Remarque. Comme dans le cas de la regle de D’ALEMBERT, le cas £ =1 est aussi indéterminé.

. 1 Inn N , NP
IMPORTANT. Si u, = —, alors %/u, =e *» —— 1: donc cette regle ne fait pas plus la distinction entre les
n

n—+0Q

séries de RIEMANN convergentes et divergentes que la regle de D’ALEMBERT.

Démonstration. Traitons les trois cas £ < 1, £ > 1 et { = +00 séparément.
1-¢
e / <1 D’apres la définition de la limite avec ¢ = —— >0,

1-¢ 3(—1 1+¢
”,/un—€|57 cest-a-dire AN €N, Vn >N, 5 <iyu,<——

AN eN,Vn>N,

. 1+£\" 1+¢ 1+£\"
Onen déduitqueINeN,Vn>N, u, < - ) Comme 5 <1, Z — converge.
neN
On en déduit par théoréme de majoration des séries a termes positifs que > u, puis > u, convergent.
n>N neN
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(-1
e />1 D’apres la définition de la limite avec ¢ = —— >0,
3(—1

dNeN,Vn>N, 5

(-1 1+/¢
LV un—€| <—— C(est-a-dire INeN,Vn>N, — < 4/u, <
2 2

1+£)\" 1+¢
On en déduit que AN €N, Vn > N, u,, > (T) . Comme TN > 1 on en déduit par minoration que li{rn u, =
n—+00

+00 puis que Y. u, diverge grossiérement.
neN
e { =400 D’apres la définition de la limite, AN eN, Vn> N, /1, > 2.
Comme dans le cas précédent, on montre que u,, > 2" pour tout n > N et on conclut de maniere identique que

> u, diverge grossiérement. O
neN

2.4.3 Lien entre les deux regles

N

Proposition 2.5 (Lien entre les deux regles). Soit > u, une série numérique a termes réels
neN

u —

strictement positifs telle que la suite ( a ) converge vers { €R,.
Un JpeN

Alors la suite ( nu n)neN converge vers {.

Remarque. Laréciproque de la proposition 2.5 est fausse en général.

Up+1

Donc si la suite n'a pas de limite, la suite ( n/ un)n <y Peut en avoir une.

Up neN

Remarque. De manieére générale, si 2/u,, — ¢, deux cas sont possibles :
L
n—+00

u —
— la suite ( ntl ) n'a pas de limite dans R, :la regle de D’ALEMBERT est donc inapplicable;
Un JneN
u -
— la suite ("—H) admet une limite dans R, : donc cette limite est égale a ¢ d’apres la proposition 2.5
Un JneN

et 'application de la régle de D’ALEMBERT ne donne aucune information supplémentaire.

Donc la regle de D’ALEMBERT ne donne pas plus d’information que la regle de CAUCHY.

Néanmoins, on priviégiera la regle de D’ALEMBERT si I'expression de u,, s’y préte.
Exercice. Reprendre l'exercice page 31 avec la regle de CAUCHY.

Solution. D’apres la proposition 2.5, on sait que la limite de ( n/ u”)neN existe et vaut e~!. Néanmoins, le calcul

u
direct de cette limite est bien plus complexe que celle de ( ad )
Un JpeN
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Theme n° 3

Séries numériques a termes quelconques

Par «a termes quelconques », on entend «réels ou complexes». L'une des stratégies possibles sera de revenir
(lorsque cela est possible) dans le cadre des séries numériques a termes positifs.

3.1 Convergence absolue. Semi-convergence

Définition 3.1 (Convergence absolue).

Une série numérique ». u, converge absolument si et seulement si » |u,| converge.
neN neN

Théoréme 3.1 (Convergence absolue et convergence).

Lensemble des séries numériques absolument convergentes est un sous-espace vectoriel de I'es-
pace vectoriel des séries numériques convergentes (cf. théoreme 1.4).

+00 +00

De plus, pour toute série numérique absolument convergente Z U,,ona E U,| < E |u,.
neN — —
n=0 n=0

ATTENTION. Il existe des séries numériques convergentes qui ne sont pas absolument convergentes.
n

Exemple. La série >

n>1

converge mais ne converge pas absolument.

=" _

1
=Y — estla série harmonique et est donc divergente d’apres le théoreme 1.3.

Démonstration. .
n

nx1 neN
—1)" .
Pour tout entier naturel non nul 7, on note u,, = =D et S, la n®™® somme partielle de la série numérique >’ u,,.
n nx1
Montrons que les suites (S,,),>1 €t (S2,+1)n>0 SONt adjacentes :
—1
Sont1—Son = Uzpia ontl donc nirfloo52n+1 S0 =0;
S S, + -1 ! 1 <0:donc(S,,) t ite décroissant
— -S,=u u = = <0:donc est une suite décroissante;
2n+2 n 2n+1 2n+2 2n+1 2n+2 (2n+1)(2n+2) n/n>1
1 1 1

— $n13—Sons1 = Uspyo+ Uspyz = > 0:donc (S;,,41)n>0 €St Une suite croissante.

2n+2 2n+3 (2n+2)2n+3)

D’apres le théoreme des suites adjacentes, (S;,),>1 €t (S2p11)n>0 convergent : donc (S,),»; converge et > u, converge.
n>1

O
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Définition 3.2 (Série numérique semi-convergente).
Une série numérique semi-convergente est une série numérique convergente qui n’est pas absolument
convergente.

Proposition 3.1. Si > u, et > v, sont deux séries numériques convergentes dont l'une des deux converge
neN neN

+00 +00
absolument, alors leur série-produit converge a pour somme (Z un) . (Z vn).
n=0 n=0
ATTENTION. Lhypothese de convergence absolue pour une des deux séries numériques est indispensable.

Exemple. cf. TD

3.2 Regles de convergence absolue

Théoréme 3.2 (Régle de D’ALEMBERT). Soit Y u, une série numérique a termes non nuls a partir d'un
neN

n+1

u —
certain rang telle que la suite ( ) converge vers { e R, =R, U{+00}.
neN

un
— Si¢<1,alors Y u, converge absolument.
neN

— Si¢>1oul=+00,alors > u, diverge grossierement.
neN

Théoréme 3.3 (Régle de CAUCHY). Soit > u, une série numérique telle quelasuite ( 4/]u, I)neN converge
neN

vers { €eR, =R, U {+00}.
— Si¢<1,alors Y u, converge absolument.
neN

— Si¢>1oul=+00,alors > u, diverge grossierement.
neN

Démonstration des théoremes 3.2 et 3.3. On applique la regle pour les séries a termes positifs correspondante a la série

2 lul.

neN

— Si¢<1,alors ) |u,|converge : donc > u, converge absolument.

neN neN
— Si¢>1oul =+oo, alors Y |u,| diverge grossierement. Donc (|u,|),y Ne converge pas vers 0, et (i), NE
neN
converge donc pas vers 0. On en conclut que Y. u, diverge grossiérement. O

neN

IMPORTANT. Comme dans le cas des séries a termes positifs :
— le cas ¢ =1 est indéterminé pour les deux régles;

— la regle de D’ALEMBERT n’apporte pas plus d’'information que la regle de CAUCHY, mais elle doit étre
préférée sil'expression de u,, s’y préte.
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Inn

Exercice. Déterminer la nature de la série de terme général u,, =(—1)" -
n
Solution.
e Utilisons la régle de D’ALEMBERT :

Upp1 | In(n+1) n"  In(n+1) n" 1 ln(n+1)( n )n
u, | (m+1n+l Inn  Inn (n+1)ntl  n+1 Inn n+1
) 1
— Ona lim =0.
n—+oo n+1
In(n+1
— Onan+l~net lim n+1= lim n=+40c0:doncln(n+1)~Innet lim ¥:1.
n—+00 n—+00 n—+oco Inn

n A\ 1
— On avudans 'exercice page 31 que lim ( ) =—.
n—+oo\n+1 e

: Uni1
On en conclutdonc que lim |——
n—

m =0<1letque > u, converge absolument.

neN

e Utilisons la regle de CAUCHY :

. Vinn 1 In(ln n)
] =~ = exp T
Comme In x = 0,_,, (%), il vient par composition que In(Inn) = o(In n). De plus Inn = o(n), donc In(lnn) =
tivité d I In(Inn) 0 ouis i In(lnn))
o(n) par transitivité de o(-) et m = ,puis_lim | exp( . )—

.1 .
Comme lim —=0,onenconclutque lim %/|u,|=0<1etque > u, converge absolument.
n—+oo pn n—+00 neN

Inn Inn
eOnaVn>2, |u,|l=

Inn
2: _

nse N2 gz n?(lnn)!
reme de majoration des séries a termes positifs, . u, puis > u, convergent absolument.
n>2 neN

nn n2

est une série de BERTRAND convergente d’apres le théoréme 2.7 donc, par théo-

Inn
—0.
nn—2 n—+oo
D’apres la 22, > u,, converge absolument.

n

e Par croissance comparée, n?|u,|=

3.3 Regles de semi-convergence

3.3.1 Condition de convergence de CAUCHY

Théoréme 3.4 (Condition de convergence de CAUCHY).
Une série numérique Y u, converge si et seulement si :

neN
q
Ve>0,ANeN,Vp>N, Vg >N, Z up|<e
k=p+1

Démonstration. Y. u, converge si et seulement si sa suite des sommes partielles (S,),cy converge, c’est-a-dire si et
neN
seulement si (S,,),cn €St une suite de CAUCHY. U
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q
Remarque. Un terme du type Z uy est parfois appelé paquet de CAUCHY en référence a ce résultat.
k=p+1

Corollaire. Soit Y u, une série numérique.
neN
Si il existe deux suites a valeurs entiéres (p,,),en €t (G, )nen telles que :

- V’lefﬁ’pnfgqn;

— lim = lim =+4+00;
n—>+oopn n—>+ooqn ’

n
— la suite Z U ne converge pas vers 0;
k=py neN
alors »_ u, diverge.

neN

Démonstration. C’estla contraposition de la condition de convergence de CAUCHY.

3.3.2 Regle d’ABEL

Théoreme 3.5 (Regle d’ABEL). Soit (£,,),en €t (V,)nen deux suites numériques telles que :
— (&,)nen €st une suite réelle positive, décroissante telle que liELn(>o £,=0;
n—

n
— la suite numérique E Uk est bornée.
k=0 neN

Alors Y’ &, v, converge.
neN

n n
Démonstration. Pour tout entier naturel 7, on note V,, = Z vpetS,= > &.v. Soit M =sup|V,|. Alors:
k=0 k=0 neN

n n n n n
Sn =Z€kl/k =&y +23kvk =€0Uo+Z€k(Vk— Vi) =&l +Z€ka—Z€ka—1
k=0 k=1 k=1 k=1 k=1

n n—1 n—1
ZZEka—ZEkHVk =&,V +Z(€k—€k+1)Vk
k=0 k=0 k=0

- Comme la suite (¢,,),, converge vers 0 et que la suite (V},),, est bornée, il vient que la suite (¢, V,,),, converge vers 0.

n—1 n—1 n—1
- Pour tout n €N, > [(ex—£51)- Vil = > lex—xr1) Vil = > _lex—pal | Vil
k=0 k=0 k=0

n—1 n—1
SM;|3k_8k+l| =Mkz(;(€k—€k+1)=M(€o—€n)SMé’o

D’apreés le lemme fondamental des séries a termes positifs, il vient que la série numérique

> (&, —&nt1 - Vy| converge puis que D (g, —€,41)- V,, converge.

neN neN
On en déduit que (S,),en converge puis que Y. &, v, converge.
neN
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3.3.3 Séries numériques alternées

Définition 3.3. Une série numérique réelle >  u, est dite alternée si et seulement si
nxngy

Vn>ng, u,=(-1"{u,| ou  VYn=ng u,=—(—1)"u,|

Remarque. Une série alternée est donc une série pour laquelle le terme général change de signe a chaque rang.
Ainsi :
1 si n est le carré d'un entier
u,={ "

—

n

sinon

n'est pas le terme général d'une série alternée et ce, a partir de n'importe quel rang.

Théoréme 3.6 (Théoreme spécial a certaines séries alternées).
Soit > u, une série numérique alternée telle que (|u,|), <y soit une suite réelle (positive) décrois-

neN
sante qui converge vers zéro. Alors »_ u, converge.
neN
+00
De plus, Yn €N, R, est dusigne de u,,; et|R,|= Z Ur| <ty
k=n+1

Démonstration. On suppose icique Vn eN, u,, =(—1)"|u,|.
On note S, la somme partielle d’ordre n de »_ u,,. Montrons que (S,,,)nen €t (So,11)nen SOnt adjacentes :

neN
— Son1—Sn = Uzpsr = —|Uzpia], donc nll{rnoo Son1— S =0;
— S — S0 = Uppyr + Uspyo =—|Uspyr| + | Uspso] £0:donc (S,,,),en €St une suite décroissante;

— Sont3— Sont1 = Unpya + Uzpyz = |Uzpial —Uzpy3| =02 donc (Sy11) ey €St une suite croissante.

D’apres le théoreme des suites adjacentes, (S,,,),en €t (So,41)nen CcONvergent vers une limite commune S : donc (S,),,en

converge vers S et Y u, converge vers S.
neN
Les monotonies des deux suites partielles assurent que Vn €N, S,,,.; <S<S,,. Donc:

— VneEN, Ry, =85—5,<0,0r Uy, =—|Upps1| <0
— VneN, Ryyy1 =8 =841 20,01 Uy ip =+|UUzp 11| 2 0.
Dongc, pour tout entier naturel n, R, et u,,; sont de méme signe. De plus:
— VneEN, |Ryu| =8, =S < S —Sons1 =—Uops1 = Uspiils
— VneEN, Ryl =S —Sn11 £ Sonva—Sons1 = Uzniz = Uz izl

DoncVneN, |R,| < |4l

SiVneN, u, =—(—1)"|u,l|, on applique le raisonnement précédenta »_ (—u,), dontla suite des restes est (—R,,) .y,
neN
pour obtenir que :

— pour tout entier naturel n, (—R,) et (—u,,,;) sont de méme signe : donc il en est de méme pour R, et u,,1;
— VneN,|—R,|<|—uyi|:doncVneN, |R,| < |, O

Remarque. Le résultat de convergence de ce théoréme est une application directe de la regle d’ABEL avec
en = |uyletv, ==(—1)".
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Corollaire (Séries de RIEMANN alternées).
n

Soit @ un nombre réel. Alors )|
n>1

converge si et seulement si a > 0.

Démonstration. On distingue trois cas selon la valeur de a.
n n

e Sia <0, lasuite de terme général ne converge pas, donc ),

diverge grossiérement.

n® nx1
. =n"|_ 1 T R .
e Six€]0,1], alors | = o est le terme général d’une suite décroissante qui converge vers 0.
n n
— n
Comme ] est une série altérnée, on conclut qu’elle converge d’apres le théoréme spécial a certaines séries
nx1
alternées.

n n

e Sia>1,alors

1 .
=—est le terme général d'une série convergente : donc »_ converge absolument. [
n

nx1

3.4 Raisonnement par regroupement de termes

Exemple. On considere la série de terme général u, = (—1)" : il s’agit d’'une série (grossiérement) divergente.
Toutefois la série de terme général v,, = u,, + u,,,; =0 est une série convergente.

Donc Ia nature d’une série obtenue par regroupement de termes n’a rien a voir avec la nature de la série
originale. Ces considérations font I'objet de résultats qui dépassent le cadre de ce cours. On retiendra que :

’ Il ne faut pas regrouper les termes d’une série pour en déterminer la nature!

Remarque. Apres (et uniquement apres) avoir établi qu'une série converge, on peut envisager de regrouper les
termes d’'une série pour déterminer la valeur de sa somme.
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Theme n° 4

Méthodes d’évaluation

4.1 Calcul dela somme d’une série convergente

4.1.1 Séries géométriques

On rappelle le théoréme 2.5.

Théoréme 4.1 (Série géométrique). Soit z un nombre complexe.

+00
. . 1
Alors ) z" converge si et seulement si |z| < 1 : auquel cas, E z" = 1 .
neN - —Z
n=0

4.1.2 Par «télescopage»

Proposition 4.1. Soit (a,),>,, une suite numérique.
+00

Alors Y’ (an41—ay) converge si et seulement si(a, ), converge : auquel cas, E (an+1—an):( lim a,

n>ny = n—+o0o
ap,-
n n n n+1 n
Démonstration. Soit n > n,. Alors S,, = Z (Aps1—ar)= Z Qg1 — Z ai = Z ar— Z Ay = Apyy — Ay,
k=nq k=ny k=ny k=ny+1 k=ny
Donc )’ (a1 —a,) converge si et seulement si (@,+1 — @y, ),>n, cONverge, donc si et seulement si (@, ),,»,, converge.

nx=ny
Si(an)nsn, converge vers £, on en déduit que (S, ) >, converge vers £ —a,, , d'ou le résultat annonce.

1 1 1

Exemple. On considere la série de terme général u, = ——=————.
nn+l1l) n n+l

1
Avec a, =——,ilvientqueVYn>1, u,=a,,;—a,et{= lim a, =0.
n

n—+00
+00 1 1
D’ou ——=0—a;=0—(— | =1.
Zn(n-l—l) ! ( 1)

n=1

Remarque. Ce résultat peut étre étendu aux séries numériques a valeurs dans un espace vectoriel normé.
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4.2 Majoration du reste d’'une série convergente

Il s’agit ici de borner le reste R, par une expression plus simple. Cette borne pourra alors étre utilisée pour
déterminer la qualité de S,, comme approximation de S.

Proposition 4.2 (Vitesse de convergence du reste d'une série « sous-géométrique »).
Soit Y u, une série réelle strictement positive telle que :

neN
u
IAe[0,1[,INEN,Vn>N,0< L <2
un
Alors > u, converge et:
neN u
Vn>N,R,<—> "

<
TTAN(1-Q)

Démonstration. On montre aisément par récurrence que Yn > N, 0 < u, < A" uy. Donc pour tout n > N :

+00 +00 +00 +00 +o0
0<Ry= D wp< > A Nuy=2Vuy D AF=aNuy D Akt = Ny, N gk
0 k=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=
N UNn
:AnJrl N 0
1-2

+00

s (. o 1
Exemple. On considere la série de terme général u,, = —:on rappelle que E u,=e.

n!

n=0

Donner un ordre n assurant que S,, est une approximation de e 4107 prés.

Upsit 1 1 L o U, | AR
Vn>1, = < —.Donc d’apres ce qui précede, R, < ————— | = =—.
u, n+1-2 (1/2)-(1/2)\ 2 2n-1

1 In10
Donc il suffit que Py <10 —(n—1)In2<—-6hl0=n—1> GW ~19,9< n>21.
- n

Reste d’'une série alternée  On rappelle que si la série numérique . u,, vérifie les hypothéses du théoréme
. . . neN
spécial a certaines séries alternées, alors son reste R,, d’ordre n vérifie |R,,| < |u;11].

4.3 Comparaison série-intégrale

On présente dans cette section une méthode d’encadrement qui permet d’étudier le comportement de la
série de terme général f(n) pour n > ng.

4.3.1 Cas décroissant

Théoréme 4.2 (Comparaison série-intégrale).
Soit ny un entier naturel et f : [ny,+00[— R, une application décroissante.

n+l n n
Alors pour tout n > no,f flx)dx < Z f(k)Sf(n0)+f f(x)dx.

k:no
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Démonstration. Soit k > ng. Alors :

Vxelk,k+1], flk+1)< f(x) < f(k)

k+1 k+1 k+1
f f(k+1)dx£f f(x)dx SJ fk)dx en intégrant sur [k, k + 1]
k k k

k+1
f(k+1)Sf flx)dx < f(k)
k

n
Soit n > ny. On note S, = Z f(k) et on somme la double inégalité pour k entre ny et n :

k=nq

n n k+1 n
D fle+1< ZJ fl)dx <Y f(k)
k

k=ny k=nq k=ny
n+l n+l n
> f(k)sf fxdx <> fk)
k=ny+1 Ny k=ngy
n+l

Sn+1_f(n0)sf flx)dx <,

Ny

Considérons les deux inégalités séparément :
n

— celle de gauche permet d’établir que S, < f(ny)+ | f(x)dx pour tout n > n,
ny
(on notera que la relation est également vérifiée pour n = ny);

n+l1
— celle de droite permet d’établir que f f(x)dx <SS, pour tout n > ny.
Ny

n+1 n

Finalement, pour tout n>ny, | f(x)dx < Z flk)< f(n0)+f f(x)dx. O

k=ny

Remarque. C’estla technique utilisée pour démontrer le cas convergent du théoréme 2.6.

n
1
Exemple (f : x — x~ ). Soit n>1. On note H, :Z %
k=1

f:[1,+00[— R, est décroissante donc :

n+1 n n
dx 1 dx
— < — < 1)+ _

[lnx]'l1+1 <H, < +[lnx]
+

1
Inn+1)—laT<H, <1
1

(Inn—1aT)
In(n+1) < H, +(Inn)
Inn " Inn T Inn
In(n+1 1+(1
Or lim M = lim ﬁ = 1:donc d’apres le théoréme d’encadrement des limites, il vient que
n—-+co Inn n—+oco Inn

H, 1 1
lim — =1. Finalement, Z — diverge et H,, = Z — ~ Inn.
n—+oo Inn 1 = k n—+oo
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Cette technique permet de démontrer certains cas du théoréeme 2.7.

Théoréme (Série de BERTRAND).

Soit a et f deux nombres réels. Alors —_—
p ,;2 ne(Inn)P

(a>1) ou (a=1letpf>1)

converge si et seulement si

Démonstration. On note u,, = et on distingue deux cas selon la valeur de a.

na(inn)?
e Sia#1,onnotey= 1—1—705‘ Alors n'u,, = n=92(Inn)y " :
— sig>1,alorsy>1et 11m n"u, =0; donc Y. u, converge d’apres la regle « n%u,, »;
n=2
— sia<1,alorsy <1let hm n'u, =+00;donc Y. u, diverge d’apres la regle « n%u,, ».

n>2

1
e Sia=1letf <0,alors u, > — pour tout n>3:donc > u, diverge d’apres le théoreme de minoration des séries a
nx2
termes positifs.

e Sia=1etf >0, alors x — est décroissante sur [2,4+09[. En appliquant la comparaison série-intégrale

1
x(Inx)P

n+1 n
dx
>2, < <
Vnz L x(lnxﬂ z Y= 5n 2)ﬂ L x(Inx)P

avecny=2:

n
dx
Calculons I, = f *nxP en posant le changement de variable strictement croissant # =Inx : alors x = e* et
2
. "odx " eudy "7 du
dx=e%du.Dou I, = praeny o —5
, X(Inx) n €4u n2 U

Il faut alors distinguer deux cas selon la valeur de S :

Inn

—p+1 Jinn 1 —B+1 In2)-B+1
—Siﬂ#l,alorSIFJ w P du=| = _ (nn)™™  (n2)7
In2 —-B+1f, —B+1 —B+1
N 1 1 1 1 1
* i > 1, 1 S I — + _
sif alors ; Ui < 2(In2)8 " 2(ln2)8 B—11(1n2)f~1 (Inn)f-!
1 1 1

= 2m2)f T B—1(n2)p

donc Y’ u, converge d’apres le lemme fondamental des séries a termes positifs;
n=2

In(n+1)]"# —[In2)#
- sif <1, alors Z Uy =1, = [In( ) [In2] :donc lilpoo I,,,; = +00 et on en déduit par mino-
n—

1-p

ration que hm Z U =+00 puis que Z u, diverge.
=2

Inn u Inn 1
— siff=1,alors [, = — = [ln u]1 , = In(In #)—In(In 2). Donc Z Up = I, =In(In(n + 1)) —In(In 2).
In2 u n k=2
n
Comme lir+n I,,,; =+00 et on en déduit par minoration que hr+n up =+00 puis que »_ u, diverge. O
n—+00 n—+00
=2 n=2
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4.3.2 Cas croissant

Théoréme 4.3 (Comparaison série-intégrale).
Soit ny un entier naturel et f : [y, +00[— R, une application croissante.

n n n+l1
Alors pour tout n > ny, f(n0)+f f(x)dx < Z f(k) gf f(x)dx.
oy k=ng )

Démonstration. Soit k > ny. Alors :

Vxelk, k+1], f(k)< f(x) < flk+1)

k+1 k+1 k+1
f f(k)dxﬁf f(x)dx Sf flk+1)dx en intégrant sur [k, k + 1]
k k k

k+1
f(k)Sf f(x)dx < f(k+1)
k

n
Soit 1 > ny. On note S, = Z f(k) et on somme la double inégalité pour k entre n, et n :

k=nq

n n k+1 n
PWIOE Zf fx)dx <Y flk+1)
k

k=ny k=nq k=ny

n n+l1 n+1
Zf(k)sf fdx < > flk)
k=nq ny k=ny+1

n+l
Snsf f(x)dx SSrHl_f(nO)

Considérons les deux inégalités séparément :
n+1

— celle de gauche permet d’établir que S, < | f(x)dx pour tout n > ny;
ngy

n
— celle de droite permet d’établir que f(n,) +f f(x)dx < S, pour tout n > ny
g

(on notera que la relation est également vérifiée pour n = ny).

n n n+1
Finalement, pour tout n > n, f(no)-i—f f(x)dx < Z f(k) SJ f(x)dx.

k=nq

n
Exemple (f : x —Inx). Soit n>1. On note S, =Zln k.

k=
n1 n n+1
f:[1,+00[— R, est croissante donc f(1)+J Inxdx < Zlnk < J In x dx, c’est-a-dire :
1 k=1 1
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IaT+[xInx—x]'< S,
(nInn—n)—FHnT-1)< S,
(nlnn)—(n—-1)< S,

(nlnn)—(n—1) < Sy

=T =
=
=
=
=

(n+1)Inn+1)—(n+1)]—(FHaT—1)
n+1l)In(n+1)—n
< n+1)In(n+1)—n

—_~

nlnn T nlnn nlnn
1 1 S, 1\In(n+1) 1
1— < <f1+= | ———-—
Inn nlnn ™ nlnn n Inn Inn
1 1\In(n+1 1
Or lim 1——+ = lim (1 + —) Q ——— =1:donc d’apres le théoréme d’encadrement des
n-t+oo  Inn  nlnn n—otoo n Inn Inn
S n
limites, il vient que lim " _ =1.Finalement > Inndivergeet » Ink ~ nlnn.
n—+oo nlnn | P n—+00

n n
Remarque. En remarquant que zln k=In (l_l k
k=1 k=1
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Deuxiéme partie

Suites et séries d’applications
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Theme n°5

Suites d’applications : convergences

Dans tout le chapitre, X est un ensemble non vide et K désigne R ou C.

Définition 5.1 (Opérations). On munit I'’ensemble & des suites d’applications de X dans K de :

— laloiinterne +: EXE - & ;
((fn)neN’(gn)nEN) i (fn + gn)neN
— laloiinterne x: EXE - & ;
((fn)neN’(gn)neN) = (fn&nnen
— laloi externe -: Kx& - &

()L»(fn)neN) — (A fulnen |

Théoréme 5.1 (Structure algébrique). L'ensemble & des suites d’applications de X dans K muni des lois
+, - et x vues en définition 5.1 est une K-algebre vectorielle.

5.1 Convergence simple

Définition 5.2 (Convergence simple). Soit (f,),ey une suite d’applications de X dans K.
Soit f une application de X dans K. On dit que ( f;,),eny converge simplement sur X vers f, ce quel’on

CS . : c £ 4
note f,, — f, si et seulement si la suite numérique ( f,l(x))neN converge vers f(x) pour tout élement x
n—+00
de X, c’est-a-dire :

o= f <= VxeX, lim fo(x)=f(x)

< Vx€X,Ve>0,ANeN,Vn>N, |f,(x)— f(x)| < ¢

On dit alors que f est la limite simple de ( f,,),.en-
On dit que ( f,,)nen converge simplement sur X si et seulement si il existe une application f de X dans

K telle que (f;),en converge simplement vers f.
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Proposition 5.1. Si une suite d’applications converge simplement, alors il y a unicité de la limite simple

Démonstration. Pour tout x de X, il y a unicité de la limite f(x) de la suite numérique ( f,,(x))

neN’
Exemple. Pour tout n € N*, on définit f,: [0,1] — R

1
l1-nx sixe€|0,—
x +— max(l—nx,0)= 1”
0 sixe|—,1
n
Calculons la limite simple f de (f;,),>1 (si elle existe). On distingue deux cas pour la valeur de x
— Si x =0, alors f,(0)=1, donc nl_l)grnoo fn(0)=1.

— SinondN, Vn >N, - < x.Donc pour tout n > N, f,(x)=0: on en déduit que nlirgloofn(x) =0

On en conclut que la limite simple de (f,,),,>1 est f: [0,1] — R

1 six=0
X —
0 six#0
Remarque. Lalimite simple d'une suite de fonctions continues peut ne pas étre continue.

Proposition 5.2. Soit (f;,),eny une suite d’applications de X dans K convergeant simplement sur X.
Alors pour tout sous-ensemble X’ de X, (f;, 1x/)Jnen converge simplement sur X ’

Définition 5.3 (Domaine de convergence). Soit (f;),ey une suite d’applications de X dans K.

Lensemble des élements x de X pour lesquels la suite numérique ( fn(x)) oy converge est appelé do-
maine de convergence de (f,),.cn-

Exemple. Pour tout entier naturel n, on définit I'application f,: R, — R

n
X

—
nx+1
Déterminons le domaine de convergence de la suite d’applications (f;,),.en :

— Si x =0, (f4(0)),eny = (n),en NE converge pas.
. n 1
— Six>0, f,(x) o 3 Donc (f;,(x)),en converge.

1
Donc le domaine de convergence de (f,) ey est RY et sa limite simple sur R* est x — —.

Théoréme 5.2 (Structure algébrique).

L'ensemble des suites d’applications de X dans K qui convergent simplement sur X est une sous-
algebre vectorielle de 'ensemble des suites d’applications de X dans K.

De plus, 'application qui a toute suite d’applications de X dans K convergeant simplement sur X
associe sa limite simple est linéaire sur E.

Proposition 5.3. Soit (f;,),ey une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K.

Alors () ey converge simplement sur X vers f si et seulement si (f;, — f),,en converge simplement sur X
vers la fonction nulle.
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5.2 Convergence uniforme

Définition 5.4 (Convergence uniforme). Soit (f;,),cn une suite d’applications de X dans K.
Soit f une application de X dans K. On dit que (f;,),,ex converge uniformément sur X vers f, ce que

cu . .
I'on note f,, P f sietseulementsi:
C
fn—>n foo f<=Ve>0,ANeN,Vn>N,VxeX, |f,(x)-f(x) <€

On dit alors que f est la limite uniforme de ( f,,),cx-
On dit que (f;,),en converge uniformément sur X si et seulement si il existe une application f de X
dans K telle que (f,,),,en converge uniformément vers f.

Théoréme 5.3 (Structure algébrique). Lensemble des suites d’applications de X dans K qui convergent
uniformément sur X est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites d’applications de X dans K
qui convergent simplement.

De plus, 'application qui a toute suite d’applications de X dans K convergeant simplement sur X
associe sa limite uniforme est une restriction de 'application qui associe sa limite simple.

Démonstration. Comparons la convergence simple et la continuité uniforme de (f,,),,ex :
— convergence uniforme de (f;,),en: V€>0,AN €N, V>N, Vx e X, |f.(x)—f(x)|<e
— convergence simple de (f,)uen:Vx€X,Ve>0,AN N, Vu=> N, |f.(x)—f(x)|<e O

Remarque. Donc, lorsque la convergence est uniforme, € et N ne dépendent plus de x (mais N dépend tou-
jours de ¢€).

Proposition 5.4. Soit (f,,),,ey une suite d’applications de X dans K convergeant uniformément sur X.
Alors pour tout sous-ensemble X’ de X, ( funix/)nen converge uniformément sur X ’

Théoréme 5.4 (Caractérisation rapide de la convergence uniforme).
Soit (f;,)nen une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K. Alors :

f cu f {EIN €N, Vn>N, f,— f estune application bornée
n : _ —
P~ 1= flloo =0

Démonstration. f, %»f < Ve>0,INeN,Vn=>N,VxeX, |f,(x)—f(x)|<e
n—

<~ Ve>0,ANeN,Vn= N, sup|f,(x)—f(x)|<e
xeX

— Ve>0,ANeN, Vu=N,|f,—flloo <€ = ligrnoo||fn—f||oo=0 O
n—

Remarque. Soit 3B(X,K)'ensemble des applications de X dans K bornées.
Alors la convergence uniforme sur X est la convergence dans l'espace vectoriel normé (B(X,K), || - ||co)-
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Exemple. On reprend I'exemple page 47.
Pour tout entier naturel n, f,, est bornée ainsi que f. Donc f,, — f est bornée et :

1fn = Flloo =8P ero | fu(x) = F(x)[ = fn(%)_f(ﬁ)

1 1 1 1
Or f, (%) =3 et f (ﬂ) =0. Donc pour entier naturel non nul n, || f;, — flco = 2 et ne peut donc pas étre le

terme général d'une suite convergente vers 0.
Donc (f,,),>1 ne converge pas uniformément sur X vers f.

Remarque. Latechnique précédente pour montrer la non-convergence uniforme est a retenir.

IMPORTANT. Il existe donc des suites d’applications qui convergent simplement sans converger uniformé-
ment.

Corollaire. Soit (f;,),cn une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K.
Alors (f;;),en converge uniformément sur X vers f si et seulement si (f;, — f),en converge uniformément
sur X vers la fonction nulle.

Proposition 5.5. Soit (f,,),ey une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K.
Soit (u,),ey Une suite numérique telle que :

VneN, VxeX, |f,(x)—f(x)|<u, et lim u,=0

n—+00
alors (f;,)en converge uniformément sur X vers f.
Démonstration. Alors Yn €N, ||f, — flloco =sup| f.(x)— f(x)| < u,. On en déduit que nggrnoo [/ — flloo = 0 par théoreme
d’encadrement des limites. < [

Exemple. Pour tout entier naturel non nul n, on définit I'application :
gn: [0,1] - R

1 . 1
1 ——Xx sixe|0,—
X — max(——x,O)z n 1”
n .
0 sixe|—,1
n

1 1
Pour tout entier naturel non nul n, pour tout x €[0,1],ona 0 < g,(x) < — puis 0 < |g,(x)—0| < —. Donc
n n

(81n)nen converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Théoréme 5.5 (Condition de convergence de CAUCHY).
Soit (f,,)en une suite d’applications de X dans K. La suite d’applications (f; ),y converge unifor-
mément sur X si et seulement si:

Ve>0,IN €N, Vp>N,¥qg>N,VxeX,|f,(x)— fy(x)| <e

Définition 5.5 (Convergence localement uniforme).

Soit I un intervalle de R et (f,,),,ey une suite d’applications de I dans K.

On dit que (f;;)nen converge localement uniformément sur I si et seulement si ( f,),,ey cOnverge uni-
formément sur tout segment inclus dans /.
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Proposition 5.6. Soit I un intervalle de R et (f;,),,ey une suite d’applications de I dans K.

o Si(f;)nen converge uniformément sur I, alors (f;,),eny converge localement uniformément sur 7.

e Si I est un segment, alors (f;,),eny converge uniformément localement sur I si et seulement si (f;,),en
converge localement sur I.

Démonstration.

e Comme (f,),cn converge uniformément sur I, elle converge uniformément sur tout sous-ensemble de I, donc sur
tout segment inclus dans I d’apres la proposition 5.4.

e Comme [ est un segment inclus dans I, il vient alors que ( f,),,ey converge uniformément sur /.

O
Proposition 5.7. Soit I un intervalle de R et (f;,),,ey Une suite d’applications de I dans K.
Si (f;)neny converge localement uniformément sur 1, alors ( f;,),ey converge simplement sur 1.
Démonstration. Soit x € I : alors il existe un segment [a, b] inclus dans I contenant x.
Or (f,,)nen converge uniformément sur [a, b] donc simplement sur [a, b] et en particulier en x. O

On présente un plan pour I'étude de la convergence de (f;,),en (@ adapter selon les besoins).
Ftapen° 1 Etude de la convergence simple

—> domaine D de convergence de (f;,)nen

= limite simple f sur D

Etape n°2 Calculde ||f;, — flloo = suglfn(x)—f(x)l
Xe

¢ ||f,— flloo N'est pas définie a partir d'un certain rang

= (f.)nen D€ converge pas uniformément vers f sur D
o (|lf;, — flloco)nen Ne converge pas vers z€ro

= (f.)nen De converge pas uniformément vers f sur D
® (|lfi. — fllco)nen converge vers zéro

= (f)nen converge uniformément vers f sur D
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Theme n° 6

Suites d’applications : théoremes
d’interversion

6.1 Interversion limite-limite

Théoréme 6.1 (Théoreme d’interversion des limites). Soit a € X.
Soit (f,,)nen une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K telles que :

1. pour tout entier naturel n, f,, admette une limite /,, en a;
2. (fu)nen converge uniformément sur X vers f.

Alors la suite (£,,),ey €st convergente, f admet une limite finie en a et li{Ln {,=1lim f(x).
n—+0o0 X—a

Remarque. C’est-a-dire que n1_1)1+noo chllg fu(x)= chlll’cll nl—l>r+noo fu(X).

Démonstration. Comme (f;,),eny converge uniformément sur X vers f, on utilise le théoreme 5.5.
Ve>0,INeN,¥p>N,V¥q>N,VxeX, |f,(x)— f,(x)| < ¢
= Ve>0,INeN,Vp>N,Vg>N, lim|f,(x)—f,(x)|<e
X—a
= Ve>0,INeN,Vp>N,Vg>N,|l,—L,|<¢

Il vient que la suite (¢,,),,cn €st une suite de CAUCHY, puis qu’elle est convergente : on note ¢ sa limite.
Soit € un réel strictement positif. Alors :

AN eN,Vr=N,VxeX, |f,(x)—f(x) < g [convergence uniforme de (f;,),en]
N, €N, V> Nyl —0)< [convergence de (£,,).cx]
In>0,¥xeX, (|x—a| <n=>|fulx)—Lyl < g) [fy admet une limite en a pour N = max(N;, N,)]

Donc il existe un réel strictement positif 1) tel que pour tout x vérifiant |[x —a|<n:

If) =Ll <1f(x)= fu(x)+ fu(x) =y +ly =] < | f(x) = fy ()l + 1 fv (x) = [+ [y =] < §+ g +

=&

w| ™

Finalement Ye>0,3dn>0, Yx € X, (Ix—al <n=>|f(x)—L < E) :on en conclut que )lcirrﬂllf(x)zé = nligrnooén.
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Exemple. Pour tout entier naturel non nul n, on définit ¢,: 10,1/2] — R .
In(1—x)
nx

X —

Vérifions les hypotheses du théoreme d’interversion des limites.
In(1—x) —x 1
——— ~ ——=—:donc/, =1lim¢,(x)=—.
nx x=0 nx n n = M ¢n(x) n o
2. Comme ¢; admet une limite en 0, elle admet un prolongement par continuité ¢, en 0.
Comme ¢, est continue sur [0,1/2], elle y est bornée : donc ¢; est également bornée sur ]0,1/2].
1 1
VneN*, ¢, = ;(pl :donc(|¢;, —0llco = 1@ nlleo = ;l|¢1”oo — 0.

n—+0oQo
On en déduit que (¢,,),,en converge uniformément sur X vers ¢ = 0.

1. VneN* ¢,(x)=—

Alors (¢,,),>1 converge (nlilgloofn = 0), ¢ admet une limite en 0 (qui est 0) et lin}) o(x)= 111’1’(1)0 =0.
— X— X—

Théoreme 6.2. Soita € X.
Soit (f,,)nen une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K telles que :

1. pour tout entier naturel n, f;, est continue en a;
2. (fu)nen converge uniformément sur X vers f.

Alors f est continue en a.

Démonstration. Vérifions les hypotheéses du théoreme d’interversion des limites.
1. pour tout n €N, f, est continue en a donc admet ¢, = f,,(a) comme limite en a;
2. (fn)nen converge uniformément sur X vers f.
On applique le théoreme d’interversion des limites avec la suite (¢,,),,eny = (f.(@))pen :
— (f)nen converge uniformément donc simplement sur X et donc en a : donc nl_i}Poo fula)=f(a);
— f admet une limite finie/ en a et { = ;11_1£r11oo fula)=f(a).

On en conclut que )lcln; f(x)=f(a)puis que f est continue en a. O

Remarque. Le cas traité dans 'exemple page 47 montre que la convergence simple n’est pas une condition
suffisante de conservation de la continuité.
Corollaire. Soit (f;,),cn une suite d’applications de X dans K et f une application de X dans K telles que :
1. pour tout entier naturel n, f,, est continue sur X ;
2. (fu)nen converge uniformément sur X vers f.
Alors f est continue sur X.

Démonstration. On applique le théoréme précédent en tout point a de X. O

Remarque. On utilise régulierement la contraposée de ce théoréme pour établir une absence de convergence
uniforme.

Corollaire. Soit / un intervalle de R.
Soit (f;,)en une suite d’applications de I dans K et f une application de I dans K telles que :

1. pour tout entier naturel n, f,, est continue sur I ;
2. (fu)nen converge localement uniformément sur / vers f.
Alors f est continue sur I.

Démonstration. Tout point de I est inclus dans un segment inclus dans 1.
Donc on conclut en appliquant le corollaire précédent sur tout segment inclus dans I. O
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6.2 Interversion limite-intégrale

Théoréme 6.3 (Théoréme d’interversion limite-intégrale). Soit a et b deux réels tels que a < b.
Soit (f;,)en une suite d’applications de [a, b] dans K et f une application de [a, b] dans K telles que :

1. pour tout entier naturel n, f,, est continue sur [a, b];

2. (fu)nen converge uniformément sur [a, b] vers f.
b
converge vers J f(x)dx.

a

b
Alors f est continue sur [a, b] et la suite (J fn(x)dx)
a

neN

b b
Remarque. C’est-a-dire que nlilpoof fu(x)dx :f [nligrnoo fn(x)] dx.
a a

Démonstration. D’apres le corrolaire page 52, f est continue sur [a, b] comme limite uniforme d’une suite d’applications

continues. Donc, pour tout entier naturel n, f,, — f est continue sur [a, b] et y est donc bornée :

b b
f fn(x)dX—f flx)dx

Comme (f;,),en converge uniformément sur [a, b] vers f, il vient que lir+n I fn—flloo =0.
n—+o0o

b b
f fu(x)dx —f f(x)dx

b b b
f (fn—x)dx Sf Ifn—fI(XdeSf 1fn = flleo dx = (b —alll f = flloo

Par théoréme d’encadrement des limites, il vient que liI_P =0.
n—+00

6.3 Interversion limite-dérivation

6.3.1 Théoréemes d’interversion

Théoréme 6.4 (Théoreme d’interversion limite-dérivation). Soit a et b deux réels tels que a < b.
Soit (f,,)nen une suite d’applications de [a, b] dans K et g une application de [a, b] dans K telles que :

1. pour tout entier naturel n, f,, est de classe 6! sur[a, b];

2. (f,))nen converge uniformément sur [a, b] vers g ;

3. il existe x; de [a, b] tel que (fn(xo))
Alors :

1. (f)nen converge uniformément sur [a, b] vers une application notée f;

neN converge.

2. f estune application de classe 6! sur[a, b];
3. f'=g.

Démonstration. On note C = liIPoo fu(xo) et on définit 'application f: [a,b] — K
n—

X
b — C+J g(t)dr
X

0
Comme (f} ) ey est une suite d’applications continues qui converge uniformément sur [a, b] vers g, il vient que g est

continue. Donc f est de classe 6! sur [a, b] en tant que primitive de g et [/ =g.
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X
Remarquons que pour tout élément x de [a, b], f,,(x)= f,.(x,) +J f,;(t)dt. Alors :
Xo

VrneN,|f,(x)—f(x)|=

fn(x0)+f f,i(t)dt—C—f g(t)dr| <|fu(x0)—Cl+

J f,j(t)dt—f g(r)dr

f |f,—gl(r)dt

<1 fu(x%0)=Cl+

f (f,—g)r)dr

f 1/, —8lloo dt
<|fulx0)—Cl+(b—allf, —&lloo

<|fulx0)=Cl+

<|fulxo)—Cl+

=fulx0) = Cl+1x = Xolll f,, — &lloo

Comme lim f,(x)=C et lim I f, —glloo =0, il vient que Jim £, (x)—Cl+(b —a)llf, —glleo =0.

D’apres la proposition 5.5, on en conclut que (f,),.en converge uniformément sur [a, b] vers f.

Exemple. Pour tout entier naturel non nul n, on définit ¢, : [1/4,3/4] — R

In(1—x)
b —_ ——
2. ~ 2 ~ 3 . . . P . n x
Vérifions les hypotheses du théoréeme d’interversion limite-dérivation.
1. Pour tout entier naturel non nul 1, ¢,, est de classe 6" sur[1/4,1/2].
o 19illeo

0o n

—— 0O puis
n—+0oQ

2. ¢/ est continue sur [1/4,3/4], donc bornée. On en déduit que [|¢/,[loo = ’

que (¢’ ),>1 converge uniformément sur [1/4,1/2] vers g =0.

3. ¥n= 1, ,(1/2) =~ 2) 2102,

/2 - :donc ((,bn(l/Z))n21 converge (vers 0).

Alors (¢,,),>1 converge uniformément sur [1/4,1/2] vers une application ¢ de classe 6 sur[1/4,1/2] telle que

¢’:Oet¢(%): lim ¢n(%)=0:donc¢:0.

n—+0oQ

Théoréme 6.5 (Théoréme d’interversion limite-dérivation). Soit I un intervalle de R.
Soit (f,,)nen une suite d’applications de I dans K et g une application de I dans K telles que:
1. pour tout entier naturel n, f,, est de classe 6! sur I;

2. (f,)nen converge localement uniformément sur I vers g;

3. il existe x; de I tel que ( fn(xo))
Alors :

Loy Converge.

1. (fu)nen converge localement uniformément sur I vers une application notée f';
2. f estune application de classe 6! sur I ;
3. f'=g.

Démonstration. On applique le théoreme 6.4 sur tout segment inclus dans 1. O

ATTENTION. SiI n’est pas un segment, ’énoncé obtenu en enlevant « uniformémement » dans les hypothéses
et dans la conclusion n’est pas valable.
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6.3.2 Nécessité des hypotheses du théoreme
Convergence uniforme de la suite des dérivées

Lhypothése de convergence uniforme de la suite des dérivées est nécessaire.

Exemple. Pour tout entier naturel non nul n, on définit f,,: [—-1,1] — R

1
b - \|x2+—
n

X
F.
X2+ —
n

— lir+n f,; (x)=10 six=0 :donclalimite simple de ( f,:)neN n’est pas continue en 0 et la convergence
n—+0o0

— Pour tout entier naturel non nul n, f,, est de classe 6! sur [a, b] et fix)=

—1 six<0

+1 six>0
ne peut donc pas étre uniforme sur X.

Les hypotheses du théoreme d’interversion limite-dérivation ne sont donc pas satisfaites.

De plus nligloo fn(x)=|x| : donc la limite simple de (f;),en Nest pas de classe 6! sur [—1,1].

Hypotheése de convergence simple de la suite d’applications en un point
Lhypothése de convergence simple de la suite d’applications en au moins un point de leur ensemble de
définitions est nécessaire.

Exemple. Pour tout entier naturel non nul n, on définit f,: [0,1] — R.
X = n

1. Pour tout entier naturel non nul n, f;, est de classe ¢ Lsur[0,1].
2. (f)nen = (0),en converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.
3. (fu)nen ne converge simplement en aucun point de [0, 1].

Comme la suite d’applications (f;,),,ey Ne converge pas simplement sur [0, 1], elle n’y converge pas uniformé-
ment.
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Theme n° 7

Séries d’applications : convergences

Définition 7.1 (Série d’applications). Soit (f,),en une suite d’applications de X dans K.
La série d’applications de terme général f,, notée > f, ou > f,, le couple

neN n>0
((fn)neN» (Sn)neN) ou la suite (Sn)neN définie par:

n
VneN, $,=> fi
k=0

., estle n®™€ terme ou terme général de ), f,. S, estla n®™° somme partielle de Y, f,.
neN neN

Si la suite d’applications (f,,),>,, est définie a partir d’'un certain rang n € N, on définit de la méme

n
maniere la série d’applications > f;, avec S, = Z fi pour tout n > ny.

>
=0 k:no

Définition 7.2 (Opérations). On munit 'ensemble & des séries d’applications de X dans K de :

— laloiinterne +: EXE - & ;
(Z o 2 gn) — > (fut+gn)
neN neN neN
— laloiinterne x: EXE - & ;
n
(Z fn) Z gn) = Z (kagnk)
neN neN neN \ x=p
— laloi externe -: Kx& - & .
neN neN

Théoreme 7.1. Lensemble & des séries d’applications de X dans K muni des lois +, x et - vues en défi-
nition 7.2 est une K-algébre vectorielle.
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Tout comme les séries numériques sont des suites numériques particulieres, les séries d’applications sont
des suites d’applications particuliéres. On peut donc appliquer tous les résultats des thémes précédents aux
séries d’applications

7.1 Convergences

7.1.1 Convergence simple
Généralités

Définition 7.3 (Convergence simple).

Une série »_ f, d’applications de X dans K converge simplement sur X si et seulement si la suite
neN

d’applications (S, ),y de ses sommes partielles converge simplement sur X.
+00

Auquel cas, on définit la somme de la série Y, f,,, notée Z f,, comme la limite simple de (S,,),en-
neN n=0

Proposition 7.1 (Caractérisation rapide de la convergence simple).
Soit (f,,),en une suite d’applications de X dans K.

Alors Y’ f, converge simplement sur X si et seulementsi Y. f,,(x) convergente pour tout x € X.
neN neN

Démonstration. Z [, converge simplement sur X <= (S,,),ey converge simplement sur X
neN

= VxeX, (5,(%)en= (2 fk(x)) converge
k=0

neN

— VxeX, zfn(x) converge [

neN

Définition 7.4 (Domaine de convergence). Soit (f;),ey une suite d’applications de X dans K.

Lensemble des élements x de X pour lesquels la série numérique ». f,(x) converge est appelé do-
neN

maine de convergence de ), f,.
neN

Proposition 7.2. Soit Y. f, une série d’applications de X dans K convergeant simplement sur X.
neN
Alors pour tout sous-ensemble X’ de X, >’ fn)x» converge simplement sur X”.
neN

Reste d’'une série d’applications convergente

Définition 7.5 (Reste d’ordre n).
Soit (f,)nen une suite d’applications de X dans K convergeant simplement sur X.

+00
On appelle reste d’ordre n de Y, f, lasomme delasérie > f;, c’est-a-dire Z S
neN k=n+1 k=n+1

ATTENTION. |Il n’existe pas de reste pour une série d’applications qui ne converge pas simplement!
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Remarque. Pour simplifier |'écriture, on note souvent :
— §,, la somme partielle d’ordre n;
— Slasomme (lorsque la série converge simplement);
— R, lereste d’ordre n (lorsque la série converge simplement).

On a alors , c’est-a-dire +2’° fie= +2’° fr —i fr-
0 k=0

k=n+1 k=
Proposition 7.3 (Convergence du reste).

Soit (f,)nen une suite d’applications de X dans K telle que »_ f, converge simplement sur X.
neN
Alors la suite (R,),ey de ses restes d’ordre n converge simplement vers la fonction nulle.

Condition nécessaire de convergence

Proposition 7.4 (Condition nécessaire de convergence simple).
Soit (f,,)nen une suite d’applications de X dans K.

Si > f, converge simplement sur X, alors (f;),cy converge simplement sur X vers la fonction nulle.
Démomstation. On note (S,),ey la suite des sommes partielles de Y. f;,. Alors (S,),en converge simplement vers S =

neN
+00
D fo

0
Or1 (f)n>1 = (S, —Su-1)u>1- Comme (S,,),,>1 €t (S,-1),>1 convergent simplement vers S, il vient d’apres le théoréme 5.2
que (f,,)n>1 converge simplement vers S —S =0. O

Théoréme 7.2 (Structure algébrique).

Lensemble E des séries d’applications de X dans K convergeant simplement sur X est un sous-
espace vectoriel de 'ensemble des séries d’applications de X dans K (cf. théoreme 7.1).

De plus, 'application  E — Z(X,K) estune application linéaire sur E.

neN n=0

7.1.2 Convergence absolue

Définition 7.6 (Convergence absolue).
Une série »_ f,, d’applications de X dans K converge absolument sur X si et seulementsi » f,(x)

neN neN
converge absolument pour tout x € X.

Proposition 7.5. Soit »_ f, une série d’applications de X dans K convergeant absolument sur X.
neN
Alors pour tout sous-ensemble X’ de X, > f;, \x, converge absolument sur X ‘.
neN

Théoréme 7.3 (Structure algébrique). Lensemble des séries d’applications de X dans K convergeant
absolument sur X est un sous-espace vectoriel de I'’ensemble des séries d’applications de X dans K
convergeant simplement sur X.
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7.1.3 Convergence uniforme

Définition 7.7 (Convergence uniforme).
Une série Y. f,, d’applications de X dans K converge uniformément sur X si et seulement si la suite

neN
d’applications (S,,),,cn de ses sommes partielles converge uniformément sur X.

Proposition 7.6. Soit (f,),cy une suite d’applications de X dans K.

Alors Y’ f,, converge uniformément sur X si et seulement si >, f, converge simplement sur X et que la
neN neN
suite d’applications (R,,),,en converge uniformément vers la fonction nulle.

Proposition 7.7 (Condition nécessaire de convergence uniforme).
Soit (f;,)nen une suite d’applications de X dans K.
Si Y f, converge uniformément sur X, alors la suite d’applications (f,,),en converge uniformément sur

neN
X vers la fonction nulle.

Démonstration. On note (S,),cy la suite des sommes partielles de >_ f,,. Alors (S,),cy converge uniformément vers S.
neN
Or (fn)us>1 = (S — Sp—1)n>1- Comme (S,,),>1 et (S,_1),>1 convergent uniformément vers S, il vient d’apres le théo-

reme 5.3 que (f},),>1 converge uniformément vers S—S =0. O

Proposition 7.8. Soit Y. f, une série d’applications de X dans K convergeant uniformément sur X.
neN
Alors pour tout sous-ensemble X’ de X, > f;, x» converge uniformément sur X".
neN

Théoréme 7.4 (Structure algébrique). L'ensemble des séries d’applications de X dans K convergeant
uniformément sur X est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des séries d’applications de X dans K
convergeant simplement sur X.

Théoréme 7.5 (Condition de convergence de CAUCHY).
Soit (f,,)nen une suite d’applications de X dans K.
La série d’applications »_ f, converge uniformément sur X si et seulement si :
neN
q
¥e>0,ANEN,Yp>N,¥qg>N,VxeX,| > filx)|<e
k=p+1

Définition 7.8 (Convergence localement uniforme). Soit I un intervalle de R.

Une série Y. f, d’applications de I dans K converge localement uniformémement sur I si et seule-
neN
mentsi Y. f, converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
neN

Proposition 7.9. Soit I un intervalle de R et (f;,),,ey une suite d’applications de I dans K.
Si > f, converge uniformément sur I, alors »_ f, converge localement uniformément sur /.

neN neN
Si > f, converge localement uniformément sur I, alors »_ f;, converge simplement sur I.
neN neN
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7.1.4 Convergence normale

Définition 7.9 (Convergence normale).

Une série Y. f, d’applications de X dans K converge normalement sur X si et seulement si les deux
neN
conditions suivantes sont vérifiées :

1. il existe un entier naturel N tel que f;, soit bornée sur X pour tout n > N ;

2. la série numérique Y. ||f,lloco converge.
n>N

Proposition 7.10. Soit Y. f, une série d’applications de X dans K convergeant normalement sur X.
neN

Alors pour tout sous-ensemble X’ de X, >’ fn)x» converge sur X'
neN

Proposition 7.11. Soit (f,,),,cy une suite d’applications de X dans K.
Soit (u,),en une suite numérique telle que :
VneN, VxeX, |f,(x)|<u, et > u, converge
neN

alors > f, converge normalement sur X.
neN

Démonstration. Remarquons tout d’abord que :

VneN,VxeX, |fu(x)|I<u, < VneN,sup|f,(x)|<u, <= VrneN, | fillco <u,
xeX

Or u,, converge, donc d’apres le théoreme de minoration des séries a termes positifs, il vient que
n
neN
> |l fulleo converge. On conclut que >_ f, converge normalement. ]
neN neN

Théoréme 7.6 (Structure algébrique). Lensemble des séries d’applications de X dans K convergeant
normalement sur X est un sous-espace vectoriel :

— del’ensemble des séries d’applications de X dans K convergeant absolument sur X ;

— del’ensemble des séries d’applications de X dans K convergeant uniformément sur X.

Définition 7.10 (Convergence localement normale). Soit I un intervalle de R.

Une série »_ f, d’applications de I dans K converge localement normalemement sur 1 si et seule-
neN
mentsi Y. f, converge normalement sur tout segment inclus dans I.
neN

Proposition 7.12. Soit I un intervalle de R et (f;,),,en une suite d’applications de I dans K.

Si > f, converge normalement sur I, alors »_ f,, converge localement normalement sur I.
neN neN

Romain Dujol 60



On présente un plan pour I'étude de la convergence de Y. f,, (@ adapter selon les besoins).
neN

Etape n° 1 Etude de la convergence simple et absolue => domaine D de convergence de Y. f,
neN

Etapen°2 Calcul de||f;|loo = sup|f,(x)|
x€D

* > |Ifulleo converge = >  f,, converge normalement sur D

neN neN
* > |Ifulleo diverge grossierement=> > f;,, ne converge pas uniformément sur D
neN neN

® > |Ifulloo diverge non grossierement => Etape n° 3
neN

Etape n°3 Ftude de la convergence uniforme de (R,,),, sur D vers la fonction nulle :

e YxeD, Z fn(x) vérifie les conditions du théoréme spécial a certaines séries alternées
neN
=> > f, converge uniformément sur D (par majoration de|R,| par|f,+1|)
neN

e Minoration d'un paquet de CAUCHY par une suite ne convergeant pas vers 0

=> > f, ne converge pas uniformément sur D
neN
(par minoration de R, par ce paquet de CAUCHY)

Convergence
absolue?

’ Convergence non normale

|

Convergence
simple?

Convergence
normale?

STOP
Aucune convergence
STOP NON
Convergence non uniforme

STOP
Toutes les convergences

NON

Minoration de R,
par un paquet de CAUCHY [Rp| < fp1l

STOP STOP
Convergence non uniforme Convergence uniforme

FIGURE 7.1 - Plan d’étude de la convergence de la série d’applications > f;
neN

Peut-on appliquer Majoration

le TSCSA?
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Exercice. Etudier la convergence des séries d’applications . f, définies par :
neN

1. pourtoutn>1 f,: R — R

sin(nx)
X —
n2
2. pourtoutn>1, f,: R, — R
X — nxe ™

3. pourtoutn=>1, f,: Ry, — R

t
x - (—1)”ln[l+ w]

4. pourtoutn>1, f,: R, — R

1
X - ——
n+nd3x2
Solution.
1
1. OnaVn>1,VxeR, |f,(x)<—=. > — 5 converge donc ). f, converge normalement sur R.
n2 ;5 n? nx1
2. Soit x eR,.

e Six =0, alors f,(0)=0 pour tout n>1:donc > f,(0) converge absolument.
nx>1

e Six>0,alorse " <1.

lim n?f,(x)= lim n3xe ™ = lim n3x(e™*)" =0 par croissance comparée
n—-+00 n—-+00 n—+00

D’apres laregle « n%u, », > f,(x) converge absolument.
nx1

On en conclut que Y’ f, converge absolument sur R, .
nx1

Soit n > 1. f;, est dérivable sur R, comme produit de fonctions dérivables sur R, .

VxeRy, fi(x)=nle "™ +x-(—ne"*)]|=ne " [1—nx]

1
Donc f’(x) >0sietseulementsil—nx>0,ie x<—.

n
De plus f,(0)=0et hm fn )= lilgloo nx(e”"")* =0 par croissance comparée.
X—
1 1
Enfin, f, (;) == On en déduit le tableau de variations suivant :
x| 0 1 +00
I + 0 -
1
0 ot

1 1
fn estune fonction positive sur R, donc || f;|lco = sup |f,l(x) = sup f,(x)=f, (_) =_,
x€R, x€R, n e

(Ilflloo)n>1 ne converge pas vers 0 donc »_ f, ne converge ni uniformément ni normalement sur R, ..
nx1
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) arctan x ) arctan x
3. SoitxeR, :alors 1+ ——>1 pulsln[1+—]20
n n

>0et > f,(x)estune série alternée.
n>1

t
Donc Vn > 1, |f, (x)| :ln[l + M]

1 1 arctanx _ arctanx arctan x arctan x

<—- = < = 1 <1 .
n+l n n+1 n n+1 n
Donc |f,+1(x)| £ |fu(x)| pour tout n > 1 : la suite (| f,,(x)|),>1 est décroissante.

arctan x

De plus, |f;,(x)] peo :donc n1_1)r+noo | f.(x)]=0.D’apres le TSCSA, 21 fn(x) converge.
n=

On en conclut que »_ f, converge simplement sur R, .
nx1

t
Remarque. |f,(x)] ~ @ :donc ) |f,(x)| diverge (sauf en x = 0).

n—+00o n>1

> f, ne converge donc pas absolument ni normalement sur R, ..
nx1

Soit n > 1. |f,,| est dérivable sur R, comme composée de fonctions dérivables.

1 1
/ —_— . —
VxeR,, |fn|(x)_1+arctrellnx [n 1+x2]2

T T
Don roissan rR,.Deplus, lim arctanx=—:donc lim =ln(1 —)
onc |f,,| est croissante sur R, . De plus lim a ctan x do cxﬁwolfn(x)l +2n

. T
Donc || filloo =igﬂglfnl(XFxggnoolfnl(x):ln(u5),

+00
T
Drapresle TsCsa, ¥ > 1, Vx Ry, Ry = | > /i) < funt (0 < fosalloo = ln[l ¥ —]
Pt 2(n+1)

T
lim In{1+——| = 0 donc (R converge uniformément sur R, vers la fonction nulle puis
N0 [ 2(l’l+ 1):| ( n)nzl g + p

> f, converge uniformément sur R,
nx1

4. Soit x eR,.

1
e Six=0, f,(0)= - pour tout n>1:donc . f,(0) diverge.

nx>1
1

e Six>0, fn(x)n_:oo prywe

1 .
> 3, converge donc, par théoréme d’équivalence, »_ f,(x) converge absolument.
nz1 N°Xx n>1

On en conclut que )’ f, converge absolument sur son domaine de convergence R*.
nx1
Soit n > 1. Alors f,, est dérivable sur R} comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
—2n3x

% * / - - -
passur R} et Vx €R?, f (x)= (n+ ndx2)? <0

1
Donc f, est décroissante et positive sur RY et || f,[lco = sup | f,(x)| = sup f,(x)=lim f,(x)=—.
x€R% x€R% x—0 n

s X
On en déduit que Zl fn ne converge pas normalement sur R .
nx
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+00 2n
Soit n>1et x €RY. Alors R, (x) = Z filx)= Z fie(x).
k=n+1 k=n+1
Soit k> 1, alors k < k+1:donc k3 < (k +1)% puis k3x2 < (k+1)3x2.
Dol k+k3x2 < (k+1)+(k+1)3x? puis fi1(x) < fi(x).

2n 2n
Donc Ry(x)2 > felx)2 D fon(x)=n fo(x) puis:

k=n+1 k=n+1

1 1
Vn>1,||R,lleo = sup |R,(x)|=sup R,(x)>R (—)Zn (—):—:—
oo e et " ) Z e (5 2n+8n3-L 10

n 1

Donc (||R,||eo)n>1 NE converge pas 0 puis (R, ),> ne converge pas uniformément sur R vers la fonction

. . %
nulle. On en conclut que Zl fn ne converge pas uniformément sur R e
nz

Romain Dujol 64



7.2 Théoremes d’interversion

7.2.1 Interversion somme-limite

Théoreme 7.7 (Théoreme d’interversion somme-limite).

Soita€ X et Y. f, une série d’applications de X dans K telle que :
neN

1. pour tout entier naturel n, f,, admette une limite {,, en a;

2. Y. fu converge uniformérnent sur X.
neN

Alors Y’ ¢, converge, S = z f» admet une limite finie en a et hm S(x)= Z@

neN n=0 n=0

+00 +00
Remarque. C’est-a-dire que )1611)131 l;) fn(x)] = ;) [)lcllg fn(x)].

Démonstration. Vérifions que (S,),<y Vérifie les hypothéses du théoreme d’interversion des limites :
n
1. §, = Z fr admet une limite en a comme somme (finie) d’applications admettant une limite en a et
k=0

n n
7, =lim sn(x)=; }an;fn(x)=;zk;

2. Y. f, converge uniformément sur X donc (S,),cy converge uniformément sur X vers S.
neN

D’apres ce théoréme :
neN

1. (0,)pen = (ZE’C) converge : donc Y. £, converge;
k=0

neN
2. §= 11131 S, admet une limite fine en a;;
n—

3. th(x)— hm o, = ZE O

X—a

Théoréme 7.8. Soita € X et Y. f,, une série d’applications de X dans K telle que :
neN

1. pour tout entier naturel n, f,, est continue en a;

2. Y. fu converge uniformément sur X.
neN

+00

Alors E [ estcontinue en a.

n=0

Démonstration. Vérifions les hypotheses du théoreme d’interversion somme-limite.
1. pour tout n €N, f, est continue en a donc admet ¢, = f,,(a) comme limite en a;

2. Y. f, converge uniformément sur X vers S.
neN
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On applique le théoreme d’interversion somme-limite avec la suite (£,),eny = (f.(@))en :

— > f, converge uniformément donc simplement sur X et donc en a;

neN
+00
— S admet une limite finiec ena et o = an(a) =S(a).
n=0
On en conclut que lim S(x)= S(a) puis que S est continue en a. O
X—a

Corollaire. Soit Y. f;, une série d’applications de X dans K telle que :
neN

1. pour tout entier naturel n, f,, est continue sur X ;
2. Y fu converge uniformément sur X.

neN

+00
Alors E f» est continue sur X.

n=0

Démonstration. On applique le théoreme précédent en tout point a de X. U

Remarque. On utilise régulierement la contraposée de ce théoréme pour établir une absence de convergence
uniforme.

Corollaire. Soit I un intervalledeRet ) f, une série d’applications de I dans K telle que :
neN

1. pour tout entier naturel n, f;, est continue sur I ;
2. Y. f, converge localement uniformément sur I.

neN

+00
Alors E fu est continue sur I.

n=0

Démonstration. Tout point de I est inclus dans un segment inclus dans 1.
Donc on conclut en appliquant le corollaire précédent sur tout segment inclus dans I. O

7.2.2 Interversion somme-intégrale

Théoréme 7.9 (Théoréme d’interversion somme-intégrale).

Soit a et b deux réels tels que a < b et > f, une série d’applications de [a, b] dans K telle que :
neN

1. pour tout entier naturel n, f,, est continue sur [a, b];
2. Y. fu converge uniformément sur [a, b].

neN

+00 b b
Alors S = Z fn est continue sur [a, b] et la série fu(x)dx converge vers J S(x)dx.
a

n=0 neN J 4

Démonstration. Vérifions que (S,),cy Vérifie les hypotheses du théoreme d’interversion limite-intégrale :
n

1. S, = Z f est continue sur [a, b] comme somme (finie) d’applications continues sur [a, b];
k=0

2. Y f, converge uniformément sur X donc (S, ),y converge uniformément sur X vers S.
neN
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D’apres ce théoréme :
1. S est continue sur [a, b];
b
S(x)dx:donc ). fn(x)dx

b b n n b
2. (j S,,(x)dx) = (f ka(x)dx) = (Z fk(x)dx) convergeversf
a neN a neN k=0Ja neN a neN J 4

b

k=0
O

b
converge vers f S(x)dx.

a

7.2.3 Interversion somme-dérivation

Théoréme 7.10 (Théoreme d’interversion somme-dérivation).
Soit a et b deuxréels tels que a < b et »_ f, une série d’applications de [a, b] dans K telle que

neN
1. pour tout entier naturel n, f,, est de classe 6! sur[a, b];

2., f,, converge uniformément sur [a, b] vers S, ;

neN

3. il existe x, de [a, b] tel que Y. f,(x) converge.
neN

Alors:
1. > f, converge uniformément sur [a, b] vers une application notée S;

neN
2. S est une application de classe 6! sur [a, b];

3. §/=5.

Démonstration. Vérifions que (S,),cy Vérifie les hypothéses du théoreme d’interversion limite-dérivation

n
1. S, =Z fr estde classe %! sur [a, b] comme somme (finie) d’applications de classe ¢ Lsur(a,b];

k=0
n n /
(Z fk’) = ((Z fk) ) =(S; Jnen converge uniformément sur
neN k=0 neN

2. Y f!converge uniformément sur[a, b] donc

neN k=0
la,b]versS;;
n
3. > fulx,) converge donc (Z fk(xo)) =(S,(x9))nen converge.
neN k=0 neN

D’apres ce théoreme :
1. (S,)nen converge uniformément sur [a, b] vers S donc > f, converge uniformément sur [a, b] vers S;
neN

2. Sestdeclasse ¢! sur[a,b];

3. S/:SI.
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Théoréme 7.11 (Théoreme d’interversion somme-dérivation).

Soit I un intervalle de R et >_ f;, une série d’applications de I dans K telles que :
neN

1. pour tout entier naturel n, f,, est de classe 6! sur I;

2. > f/ converge localement uniformément sur I vers S; ;
neN

3. il existe x, de I tel que > f,(x,) converge.
neN

Alors :

1. > f, converge localement uniformément sur I vers une application notée S;
neN

2. S est une application de classe 6! sur I;
3. S/ = Sl .

Démonstration. On applique le théoréme précédent sur tout segment inclus dans 1.

O

ATTENTION. SiI n’est pas un segment, I'énoncé obtenu en enlevant « uniformémement » dans les hypotheéses

et dans la conclusion n’est pas valable.
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Troisiéme partie

Séries entieres. Séries de FOURIER
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Theme n° 8

Séries entieres : rayon de convergence

Définition 8.1 (Série entiére). Soit (a;, ),y Une suite complexe.

On appelle série entiére de coefficient a,, 1a série d’applications de C dans C >’ (z — a,z").
neN

Théoréme 8.1 (Structure algébrique). Lensemble des séries entieres est une sous-algebre vectorielle de
I’ensemble des séries d’applications de C dans C.
En effet, si > (z+—a,z")et D (z— b,z")sont deux séries entieres, alors :

neN neN
Dz anz")+ > (2 byz")= > [z (an +by)z")
neN neN neN
n
Z(z —a,z")x Z(z — b,z")= Z lz — (Zukbn_k)z"]
neN neN neN k=0

\mec,/x-Z(z —a,z")= Z[z — (Aa,)z"]

neN neN

8.1 Définition

Lemme (Lemme d’ABEL). Soit Y (z+— a,z") une série entiére et z, un nombre complexe non nul tel que la
neN
suite (a, zy'), soit bornée. Alors :

VzeC, (|z| <|zy| = Z a,z" converge absolument)

neN

Démonstration. On note M un majorant de la suite (a, z{'), : Vn €N, |a,, z(;l| <M. Alors:

z" z" F1R%

VneN, anz”|= a,z'-— =|anz"|- —|<M|—

0 Zn 0 zn |Z |

0 0 0

. |z] 1z \" . BN —
Si |z| < |z, alors |—| <let ) m est une série géométrique convergente. D’apres le théoreme de majoration des
2y neN \ 120
séries a termes positifs, il vient que >_ a,,z" converge absolument. O
neN
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Théoreéme 8.2 (Rayon de convergence). Pour toute série entiére Y. (z — a,z"), il existe un unique éle-
neN
ment R €[0,+00] tel que :

|z|] <R = Z a,z" converge (absolument)

vzeC, neN . N
|z| >R = > a,z" diverge (grossierement)
neN

R est appelé le rayon de convergence de Y, (z+—> a,z").

neN
Le disque de convergence de Y, (z — a,z") le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.
neN
Lintervalle de convergence de ), (z — a,z")'’ensemble |—R, R|[.
neN
Démonstration page 77. O

Remarque.
e Une série entiere de rayon de convergence nul a un domaine de convergence réduit a {0}.
o Une série entiere de rayon de convergence infini converge en tout point de C.

Remarque. 1l estimpossible d’énoncer un résultat général lorsque z = R. En effet, des séries entiéres de méme
rayon de convergence R peuvent se comporter de manieére différente lorsque |z| = R.
C’est pourquoi on appelle souvent cercle d’incertitude le cercle de centre 0 et de rayon R.

n n
- .5 z z Lo 1a
Exemple. Les séries entiéres »_ (z— z™), >’ (z — —) et >, (z — —2) ont un rayon de convergence égala 1.
neN nzl nzl n

Pourtant :

— la série numérique »_ z" diverge pour tout z € C tel que |z|=1;
neN

Démonstration. lim |z"|=1 donc (z"),ey ne tend pas vers zéro, et »_ z" diverge (grossiérement). O
n—+00
neN

n

— la série numérique », — est semi-convergente pour tout nombre complexe z tel que |z| =1 sauf z =1
nx>1
(ot elle diverge).

Démonstration.
. z" 1
— Siz=1, ), — =) — diverge.
n

n>1 N p>1

. z" cosnf sinnf
— Sinon, z=e? avec 0 ¢2nZet > — = iy
n N pxl n>1
Les deux séries sont (semi-)convergentes d’apres la regle d’ABEL. O

n

z
— la série numérique )’ — est absolument convergente pour tout z € C tel que |z| = 1.
n>1

n n

1 z
< Pl d’ou la convergence (absolue) de >’ —- O
nx1

Démonstration. Yn>1, 5
n
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8.1.1 Propriétés

Corollaire. Soit > (z — a,z") une série entiére de rayon de convergence R et z, un nombre complexe non
neN
nul tel que la suite (a, z'), soit bornée. Alors R > |z|.

Démonstration. Supposons par I’absurde que R < |z,|. Soit z un nombre complexe tel que |z| € |R, |z|[ :

— comme |z| < |zg|, il vient d’apres le lemme d’ABEL que Z a,z" converge (absolument);
neN

— comme |z| > R, il vient d’apres la définition du rayon de convergence que Y. a,z" diverge (grossierement).
neN

Il y a contradiction : donc R > |zg]. O

Corollaire. Soit > (z— a,z") une série entiere de rayon de convergence R. Alors:

neN
> a,z" converge = |z|<R
VzeC, neN ]
> a,z" diverge = |z|=R
neN
Démonstration. C’estla contraposée du théoreme précédent. O

8.1.2 Cas particuliers

Proposition 8.1. Soit a un nombre complexe non nul.

1
Alors la série entiere Y (z — a"z™)a pour rayon de convergence R = ﬁ et
neN a

1 +00
VzeC,||z| < —:Za”z":—
|a| o l—az

Démonstration. Soit z un nombre complexe.

1
— Si|z| < —,alors|az|<1let > (az)"= > a"z" converge (absolument).
lal neN neN

1
— Si|z|> —,alors|az|>1et > (az)"= > a"z" diverge (grossierement).
lal neN neN

1
On déduit de la définition du rayon de convergence que R = |— 0

al

Proposition 8.2. Soit @ un nombre réel.

n

. LN Z

Alors la série entiére . (z — —a) a pour rayon de convergence R =1.
nx1 n

Démonstration. Soit z un nombre complexe.
n

— Si|z| <1, alors n?-

= n?7%|z|" —— 0 par croissance comparée.
n—+00

~ N Zn
D’apres la regle « n%u, », >, — converge (absolument).
n>1 1
n

z n
— Si|z|>1,alors lim —
n—+oo pa

n
ne converge pas vers Zéro puis —_—
a na >1
n>1 n

=400 par croissance comparée. Donc (

n

< . ‘s
ne converge pas vers zero et Z — dlverge (gr0551erement).
n>1 1

On déduit de la définition du rayon de convergence que R = 1. O
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8.2 Stabilités opératoires

8.2.1 Structure vectorielle

Théoreéme 8.3. Soit »_ (z — a,z") une série entiére de rayon de convergence R de somme S.
neN
Pour tout nombre complexe A non nul, la série entiere . (z — Aa, z")a pour rayon de convergence
neN
R et sa somme S, vérifie :

Vz€C, |zl <R=> $;(2)=1-S(2)]

Théoréme 8.4 (Domaine de convergence de la somme de deux séries entiéres).
Soit Y (z — a,z™)de rayon de convergence R, et de somme S,.
neN
Soit > (z— b,z") de rayon de convergence R;, et de somme Sj,.
neN
Onnote R lerayon de convergence et S lasomme de leur série entiere somme. Alors R > min(R,, R;,) et

¥z €C, ||zl <min(R,, Ry) => S(2) = S,(2) + Sy (2)]

De plus, si R, # Ry, alors R =min(R,, Rp).

Exemple. Soit a €[0,1[.
Alors les séries entieres coefficients a,, =1+ a” et b, =—1 ont pour rayon de convergence 1.

. . . . 1 .
Mais leur série entiere somme de coefficient a, +b,, = a” a pour rayon de convergence — (ou+00 sia =0).
a

Définition 8.2 (Séries entieres disjointes).

Les séries entieres Y (z—a,z") et > (z— b,z") sont dites disjointes si et seulement si a,, b, = 0
neN neN
pour tout entier naturel 7.

Proposition 8.3 (Somme de deux séries disjointes).
Soit Y (z—a,z") et Y. (z— b,z™") deux séries entieres disjointes de rayons de convergence respectifs
neN neN

R, et Ry,. Alors leur série entiere somme Y. [z — (a, + b,)z"] a pour rayon de convergence R = min(R,, R}).
neN

Exemple. Calcul du rayon de convergence de Y. (z — n1"z")
N

n "e Z2p+1

S (zonV'z") =3 (z—~2pz?)+ 3] (z - ) est la somme de deux séries entiéres disjointes.

neN pPEN pPeEN 2 1

Pour z € C et p €N, on note u, =2pz?".
Siz=0,alors ) u,= Y 0converge.
peN peN
Uyt +1
ot i

i >
Siz#0,alors Vp>1, u, #0 et » p——

_|@2p+2)z2r2
| 2paz?r

Up

Romain Dujol 73



D’apres la regle de D’ALEMBERT :

— silz|*<1=z|<1,alors Y u,= Y 2p-z* converge;
peEN peEN

— silz|*>1=z|>1,alors Y u,= Y 2p-z*" diverge.
peEN peEN

Par unicité du rayon de convergence, R = 1.

2p+1
De méme, le rayon de convergence de . (z — ) vaut 1.
peN P‘Fl

Donc le rayon de convergence de Y. (z — n™"z") est min(1,1)=1.
neN

8.2.2 Produit

Théoréme 8.5 (Domaine de convergence du produit de deux séries entiéres).
Soit Y (z — a,z™)de rayon de convergence R, et de somme S,.
neN
Soit > (z+— b,z") de rayon de convergence R, et de somme S,.
neN
On note R le rayon de convergence et S la somme de leur série entieére produit. Alors

R > min(R,, Ry) et
¥z eC, ||zl <min(Rq, Ry) = S(2) = $4(2)- S (2)]

8.2.3 Dérivation

Définition 8.3 (Série entieére dérivée). On appelle série entiere dérivée de la série entieére

D (z+>a,z")lasérie entiere > [z — (n+1)a,.12"].
neN neN

Proposition 8.4. Une série entiere et sa série entiere dérivée ont méme rayon de convergence.
Démonstration page 79.

Corollaire. Une série entiére et ses séries dérivées a tout ordre ont le méme rayon de convergence.

8.3 Méthodes d’évaluation du rayon de convergence

8.3.1 Théoremes de comparaison

Théoréme 8.6 (Théoréme de majoration des séries entiéres).
Soit > (z—a,z™)et Y. (z— b,z")deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et

neN neN
Ry, tels que |a,| < |b,| pour tout entier naturel n. Alors R, > R),.
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Démonstration. Supposons par I’absurde que R, < R;,. Soit z un nombre complexe tel que |z| € |R,, Ry :

— comme |z| < Ry, ilvientque ) b,z" converge (absolument) : donc »_ a,z" converge (absolument) par théoreme
neN neN
de majoration des séries a termes positifs;

— comme |z| > R,, il vient que ) a,z" diverge.
neN
Il y a contradiction : donc R, > R,,. O

Corollaire. Soit > (z—a,z")et Y. (z— b,z")deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R,
neN neN

et Ry, tels que a,, =0(b,). Alors R, > Ry,.
Remarque. Le résultat est donc valable si a,, = o(b,,).

Corollaire (Théoreme d’équivalence des séries entieres). Soit Z (z—a,z") et Z (z— b, z™) deux séries
neN neN
entiéres de rayons de convergence respectifs R, et R;, tels que |a,| ~ |b,|. Alors R, = R;,.

Démonstration. Comme |a,|~ |b,|, alors a,, = O(b,) et b, = O(a,,). D’ou le résultat. O

Exemple. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

1.;[z'—>e5m”z"] 2.;[z-—>{(1+%)n—e}z”]

8.3.2 Regles de calcul

Théoreéme 8.7 (Régle de D’ALEMBERT). Soit »_ (z — a,z") une série entiére de rayon de convergence R
neN
telle que il existe un entier naturel N tel que

Apy1

Yn>=N,a,#0 et (
an

) converge vers { € [0,+00]
n>N

1 1 1
Alors R = - avec la convention — =+o0c0 et —— =0.
l 0 oo

Démonstration. Pour z€CetneN,onnote u, =a,z".

Siz=0,alors u, =0et > u, converge absolument. Sinon, pour tout n > N, u, #0 et:

neN
n+l n+l1
Unt1 an12 < Api1 |Z|

Uy

_ Ant1

a,zn a, zn .

Upt

e/ €]0,+00[ Alors lim =/{|z|. D’apres la regle de D’ALEMBERT pour les séries numériques :
_ n—+o0o

. . 1 . ,
— sil|z| <1, cest-a-dire |z| < 7 alors la série numérique » u, = > a,z" converge absolument;
neN neN

. . 1 . . .
— sif|z| > 1, c'est-a-dire |z| > 7’ alors la série numérique > u, = > a,z" diverge.
neN neN

1
Par unicité du rayon de convergence, R = 7
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. Upt1
e /=0 Alors lim |2
— n—+00

= 0. D’apreés la regle de D’ALEMBERT pour les séries numériques, > u, = Y. a,z" converge.
neN neRr
On déduit de la définition du rayon de convergence que R =400 est la seule valeur possible.

Upt1

o /=+00 Alors lim

n = +00. D’apres la régle de D’ALEMBERT pour les séries numériques, »_ u, = >_ a,z" di-
n—+oo | Uy,

neN neN
verge. On déduit de la définition du rayon de convergence que R =0 est la seule valeur possible. O

Remarque. Afin de différencier cette régle et son homonyme du chapitre précédent, on indiquera « regle de
D’ALEMBERT pour les séries entiéres » ou « regle de D’ALEMBERT pour les séries numériques ».

Théoréme 8.8 (Regle de CAUCHY). Soit Y. (z — a,z")une série entiere de rayon de convergence R telle
neN

que ( %/ |an|)n>1 converge vers { € [0,+00].

1 1
Alors R = — avec la convention — =+00 et —— =0.
14 0 (%)

Démonstration. Pour z € Cet n €N, onnote u, =a,z".

Viual= Vla,zn = Vla,llzl" = Vla,| |zl

e /c]0,+00[ Donc liI_El Vu,|={|z|. D’apres la regle de CAUCHY pour les séries numériques :
_— n—+o0

. . 1 . .
— sif|z| <1, c'est-a-dire |z| < 7’ alors la série numérique » u, = > a,z" converge absolument;
neN neN

. . 1 . . .
— sil|z|>1, c'est-a-dire |z| > 7 alors la série numérique > u, = Y. a,z" diverge.
neN neN

L 1
Par unicité du rayon de convergence, R = —.
e (=0 Alors lim %/|u,|=0.D’apres la regle de CAUCHY pour les séries numériques, »_ u, = > a,z" converge. On
n—+00

neN neN
déduit de la définition du rayon de convergence que R =400 est la seule valeur possible.

o/ =+00 Alors lir+n V|u,|=+00. D’apres la regle de CAUCHY pour les séries numériques, > u, = >_ a,z" diverge.
n—+00

neN neN
On déduit de la définition du rayon de convergence que R = 0 est la seule valeur possible. O

Remarque. Afin de différencier cette régle et son homonyme du chapitre précédent, on indiquera « régle de
CAUCHY pour les séries entieres » ou « régle de CAUCHY pour les séries numériques ».
Exemple. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

LY (z—> e_nz") 2. Y (z—nz?")

neN n neN
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Annexe A

Démonstration du théoréme 8.2 (non exigible)

Soit Y. (z — a,z™) une série entiére.
neN
On note .¢/ 'ensemble des nombres complexes z; tels que la suite numérique (a, z}'),, est bornée, puis on

définit A=|./| = {|z¢|, 29 € ./} 'ensemble des modules des éléments de .</ : remarquons que A est une partie
de R, par construction.
Comme 0 est un élément de .</, il vient que 0 = |0| est un élément de A : donc A est une partie non vide de R.

Le lemme d’ABEL se formule alors de la maniére suivante :
zo€.d =[VzeC, (2] <|z| = z €.9)] (A.1)

Soit ry est un élément de A : alors il existe un nombre complexe z; de module ry qui appartient a .<f/. Donc si
r €0, rp[, alors il existe un nombre complexe z de module r < 1y = |zy| qui appartient a .¢/ . ’équation (A.1)
permet de alors de déduire que z € .«/, puis que r € A. On vient de montrer que [0, ry[ C A. Finalement, on a
I'implication suivante :

REA=[0,p[CA (A.2)

(Autrement dit : si un réel positif appartient a A, tous les réels positifs qui lui sont inférieurs y sont également.)

Pour montrer que R existe, on distingue deux cas selon que A est une partie majorée ou non.

e Supposons que A ne soit pas majorée : montrons que A=R,.
Soit r € R, : comme A n'est pas majorée, il existe un élément r; de A tel que r; > r. D’apres la rela-
tion (A.2), il vient que r € [0, 1;[C A : donc r € A. On en déduit que R, C A : comme A est une partie de
R,, on en conclut que A=R,.

Soit z € C* et zp =2-|z|. Comme z, € R; = A, il vient que la suite (a, z;'),, est bornée. Puisque |z| < 2-|z| =

2o = |zy|, le lemme d’ABEL permet de conclure que la série numérique ». a,z" converge absolument.
neN
Doncla série numérique »_ a,z" converge pour tout nombre complexe z et R = +00 vérifie la condition
neN

demandée.
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e Supposons que A est majorée : comme A est non vide, elle admet donc une borne supérieure. Montrons
que sup A est la valeur recherchée.
- Soit z € C tel que |z| > sup A : alors |z| n’est pas un élément de A.
Donc z n’est pas un élément de ./ et la suite (a,,z"),, n'est pas bornée et donc ne converge pas.

On en déduit que la série numérique »_ a,z" diverge grossierement.
neN

- Soit z € C tel que |z| < sup A. Alors il existe un réel £ > 0 tel que |z| < supA—¢ et tel que supA—¢
soit un élément de A.

Donc il existe un nombre complexe z, tel que |zy| = sup A— ¢ etla suite (a, z{'), est bornée.

On en déduit d’apres le lemme d’ABEL, la série numérique ». a,z" converge absolument.
neN

R =sup A est bien la valeur qui vérifie la valeur demandée.

Lunicité de R vient directement de sa définition.
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Annexe B

Démonstration de la proposition 8.4 (non
exigible)

On note R le rayon de convergence de la série entiere > (z— a,z") et R’ le rayon de convergence de sa
nxngy
série entiere dérivée > [z — (n+1)a,,12"].
nzny

Pour tout entier naturel n strictement ou égal a ny, on a |a, 1| < (n+1)-|a, 1]

Comme les rayons de convergencede ». (z—a,1z2")et >, (z+— a,z™)sontégaux, on en déduit d’apres
nzng nzng
le théoreme de majoration des séries entiéres que R > R’.

Soit z un nombre complexe que |z| < R : alors la série numérique »_ a,z" converge absolument.

nxngy
z|+R n+1)z"
Soit r = 12l € ]IzI,R[.Alors Vn > ng, (n+1)an+lz”:( )—n Apyr 7"
ror

z| |zl . (n+1) 2" (n+1)|z|n ) ,
Comme |z|<r,ona|—|=— <1:donc lim —|= lim —| =0 par croissance comparée.

rir| n—too| r rn| notoco 1 |r

. ((n+1)z" ) : .
Donc la suite — est bornée. On note M un majorant de cette suite et :
nxny

Vn2ng, [(n+1)an41 2" < Mla|r™ = Mla,, "

Comme les rayons de convergence de Y. (z — an+1z"+1) et > (z—a,z™")sontégaux et que r < R, la série
nzny nzny

numérique Y. M|a,,,|r"*! est convergente.
nxny

D’aprés le théoreme de majoration des séries a termes positifs, il vient que la série numérique

> l(n+1)a,2"| est également convergente.
nxng

La définition du rayon de convergence permet alors d’en déduire que |z| < R’.

On vient donc de montrer que pour tout réel r strictement positif, (r < R)= (r <R’),i.e. R<R’.

On en conclut donc que R = R’.
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Chapitre 9

Séries entieres : somme et développements

9.1 Convergence et régularité de la somme

9.1.1 Convergence

Théoréme 9.1 (Convergence d’une série entiére).

Soit Y (z — a,z™) une série entiére de rayon de convergence R.
neN
Alors la série d’applications Y’ (z — a,z") converge normalement sur toute partie compacte
neN
incluse dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.

Démonstration page 87. O

9.1.2 Continuité

Théoréme 9.2 (Continuité de la somme).

Soit Y (z — a,z") une série entiere de rayon de convergence R et de somme S. Alors S est continue
neN
sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon R.

Démonstration. Pour tout entier naturel n, z — a,,z" est continue.

D’apres le théoreme précédent, la série d’applications )’ (z — a,z") converge localement normalement, donc locale-
neN
ment uniformément sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon R. Donc sa somme S y est continue. O

Proposition 9.1 (Etude aux bornes de I'intervalle de convergence).

Soit Y (z — a,z™) une série entiére de rayon de convergence R et de somme S.
neN

Si la série numérique > a,R" converge absolument, alors la série entiére converge normalement sur le
neN
disque fermé de centre 0 et de rayon R, et S y est continue (en particulier en —R et en R).

Si la série numérique > a,R" converge, alors la série entiére converge uniformément sur [0, R] et S est
neN
continue en R.

Si la série numérique > a,(—R)" converge, alors la série entiere converge uniformément sur [-R,0] et S

X neN
est continue en —R.
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9.1.3 Dérivabilité

Théoréme 9.3 (Dérivabilité de la somme).

Soit > (z+— a,z") une série entiére de rayon de convergence R non nul et de somme S.
neN

Alors S est de classe 6°° sur |—R, R| et

+00

+00
! _ (n+p)!
€N, Vxe]—R,R[, SP(x)= a,x"P = Apypx”
vp |=R,R[, $”)(x) ,,Z:,,(n—p)! = D T
Exemple. On peut ainsi évaluer les dérivées de la série géométrique.
o
1
En effet, pour tout x de |—1,1[, S(x)= Z 1-x"=——.Donc:
n=0 1-
1 +00 n! +00 +00
=S8'(x)= —x" =) nx"1=) (n+1)x"
eSO 2 2+
n=1 n=1 n=0
2 +00 n' +00 +00
=8"x)=Y ———x"?=> n(n—-1)x"?=> (n+2)(n+1)x"
el e M T
n=2 n=2 n=0
Corollaire. Soit >’ (z— a,z") une série entiere de de rayon de convergence non nul et de somme S.
neN
] NRI)
Alors pour tout entier naturel p, a, = ——
p!

Corollaire (Unicité du développement en série entiere).

Soit > (z—a,z")et D> (z— b,z")deuxséries entieres de rayons de convergence respectifs R, et R, non
neN neN
nuls tels que :

Yz €R, ||z| <min(R,, Ry) :Zan Zb z"
n=0
Alors a,, = b, pour tout entier naturel 7.

Corollaire (Développement en série entiere de la somme).
Soit > (z— a,z")une série entiére de rayon de convergence R non nul et de somme S.

neN
AlorsVx e]— (0)
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9.2 Développement en série entiere

9.2.1 Généralités

Définition 9.1. Soit I un intervalle de R et f une application de I dans C.
Lapplication f est dite développable en série entiére en 0 si et seulement si 0 € [ et il existe une série

entiere > (z — a,z") de rayon de convergence R non nul telle que :
neN

+00
Vxe€INn]—R,R[, f(x)=Zanx”

n=0
Auquel cas, cette relation constitue le développement en série entiére de f en 0.

Soit xo un élément de I. Lapplication f est dite développable en série entiére en x si et seulement si
X € I etil existe une série entiere »_ (z — a,z™) de rayon de convergence R non nul telle que :

neN +00
¥xeInlxg—R,X+R, f(x)= D an(x—x)"
n=0

Auquel cas, cette relation constitue le développement en série entiére de f en x,,.

Théoréme 9.4. Soit I un intervalle de R et f une application de I dans C développable en série entiere
en 0 avec le développement :

+00
VYxe€INn]—R,R[, f(x)=Zanx”
n=0

F0)

n!

Alors f estde classe ¢ °° sur IN]—R,R[ eta,, = pour tout entier naturel 7.

ATTENTION. Toute fonction de classe 6 °° au voisinage de 0 n’est pas développable en série entiére.

Exemple. Soit f : t — e~1/1*_ Alors on montre que pour tout entier naturel n, f(0) = 0 : donc si f était
développable en série entiere en 0, alors f serait nulle, ce qui n’est pas le cas.

Proposition 9.2. Soit I un intervalle de R et f une application de I dans C développable en série entiére en 0
avec le développement :

+00
VxeIn]—R,R[, f(x)=Zanx”
n=0

Si f est paire, alors a,,,; =0 pour tout entier naturel p.
Si f estimpaire, alors ay;, =0 pour tout entier naturel p.

+00 +00
Démonstration. Yx €IN]—R,R[, f(—x)= Zan(—x)” :Z(—l)”anx”
=0 =0
Yoo ! 400
— Si f est paire, alors Yx € IN]—R, R[, Zanx" = f(x)zf(—x)zZ(—l)”anx”.
n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiere, il vient que a,, =(—1)"a,, pour tout entier naturel n.
En particulier, si n =2p + 1 est impair, d,, .1 =—ap4 1.€. dzp41 = 0.

+00 +00
— Si f estimpaire, alors Vx € IN]—R, R[, Z a,x"=f(x)=—f(—x)= Z—(—l)"a,,x”.
n=0 n=0
Par unicité du développement en série entiere, il vient que a,, = —(—1)"a,, pour tout entier naturel n.
En particulier, si n =2p est pair, a,, =—ad,, i.e. a,, =0. O
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Proposition 9.3 (avec le reste intégral).

Soit I un intervalle de R et f une application de classe 6 °° de I dans C.

Alors f est développable en série entiere au voisinage de 0 si et seulement si il existe un réel strictement
positif a tel que | —a,a[ c I et

Tx—1)
Vxel-a,af, lim — 2t ydr=0
n—+00 0 n!

Exemple (Développement en série entiére de ’exponentielle).
Onnote f: x — e* :alors f/ = f et par suite f"”) = f pour tout entier naturel.

Soit x un nombre réel quelconque. Alors :

X X
x—1t)" x—t)"
f ( : ) f(n+1)(t)dt — f ( ' ) et dr
0 n! 0 n!
X X
x—1)" x—t n+1 xn+1 xn+1
<max(1,e") Cambd df|=max(1,e”) I C ol iaieg max(1,e”*)|————|=max(1,e%) £l
o n! (n+1)! |, (n+1) (n+1)
n x n
xX—t
Or lim =0, puis lim f uf‘(”“)(t)dt =0.
n—+oo p! n—+oo| | n!
- . f™0) 1 o X
Evaluons le rayon de convergence de la série ) | z— z" |= > | z— —z" | enutilisant la regle de
neN n! neN n!
1
D’ALEMBERT pour les séries entiéres : -n!=— ———0. Il vient donc le rayon de convergence est infini.
(n+1)! n n—+oo
On en conclut que la fonction exponentielle est développable en série entiere en 0 et :
+00 xn
VxeR, e = Z —
= n!
Théoreme 9.5 (Condition suffisante d’existence).
Soit I un intervalle de R et f une application de classe ¢ °° de I dans C telle que :
AM >0, YneN, sup|f™M(x) < M
x€l
Alors f est développable en série entiere en 0.
Exemple (Développement en série entiere du cosinus et du sinus).
Pour tout nombre réel x, on a:
/ . T . . T
cos (x):—sm(x):cos(x+§) et sin (x):cos(x):sm(x+z)

Il vient alors par récurrence que :
s m
cos(”)(x)zcos(ernE) et sin(")(x)zsin(ernE)

Donc pour tout entier naturel 7 et tout réel x, |cos"™)(x)| <1 et | sin"(x)| < 1. On en déduit que cos et sin sont
développables en série entiere en 0.
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Calculons les coefficients du développpement en série entiere :

T —1)"/2  si n est pair T 0 si n est pair
cos™(0) = cos (n —) = 1) ] p et sin"(0) = sin (n ) ) p .
2 0 si n est impair 2 (—=1)(n=D/2 " si n est impair

0 —1)P
On étudie la série entiere ». (z _— cos")0) ) > [z — uzzf’].
n!

neN pPEN (Zp)!
(_l)p 2 .
Pour zeCet p €N, on pose u, = 2p) z*P.Si x =0, alors u,, =0 et ) u,, converge absolument.
u Z12P+2 (2 ZI2 u
Sinon, u, # 0 et p“:ll '(p): 2] .Donc lim i :0<1etZupconverge
u, 2p+2) |z|?P  (2p+1)2p+2) p—+oo| uy, peN

absolument.

- . o (=P
Par unicité du rayon de convergence, celui de la série entlereZ[ZH o) z2P |aunrayon de convergence
p p)
infinii. On montre de maniere identique qu’il en est de méme pour la série entiere

( l)" 2n+1

—1)° 1)% x2n
> [z»—> ((—)z2P+1].On en conclut que|Vx €R, cosx = ZL et sinx = ZW

peN 2p+].)'

9.2.2 Structure algébrique de 'ensemble des fonctions développables en série entiere

Théoreme 9.6 (Somme et produit de fonctions développables en série entiere).

L'ensemble des fonctions développables en série entiere en 0 une sous-algebre de ’ensemble des
fonctions de classe 6 °° sur un voisinage de 0.

De plus, I'application qui a toute fonction développable en série entiere en 0 associe son dévelop-
pement est un morphisme d’algebres vectorielles.

Exemple (Développement en série entiere du cosinus et du sinus hyperbolique)

1 n
La fonction x — e™* est développable en série entiere et Yx €eR, e ™ = Z ) "
n=0
e X —X
Alors ch : x — ———— est développable en série entiere en 0. Ce développement est valable sur R comme

somme de développements valables sur R et dont le terme général du coefficient est :

1
171 N (—1)”]_ 1+(-=1)" 1 - si n est pair
2| n! n! | '

! . o
2 10 sinestimpair

X —X

e*—e
On montre de méme que sh : x — ———— est développable en série entiere en 0, que son développement
est valable sur R et que le terme général du coefficient de son développement est :

171 (_1)n] 1—(=D" 1 01 si n est pair

2 n! n! 2 n! —  sinestimpair
n!
+o0 x2n T+ y2n+l
VxeR, chx= et shx =
>y 2 Gnr
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Théoréme 9.7. Soit I un intervalle de R et f une application de I dans C.

Si f est une fonction développable en série entiére en 0, alors f’ est développable en série entiere
en 0 et son développement est la série entiere dérivée du développement de f.

Si f est une fonction développable en série entiére en 0, alors toute primitive de f est développable
en série entiere en 0 et son développement admet le développement de f pour série dérivée.

Exemple (Développement en série entiere du logarithme).

est développable en série entiere en 0 et que son développement est valable

On rappelle que x — 1
sur|—1,1[:

1 +00
Vxe]-1,1[, —= ) x"
=110 o ZO

1
Or x — —In(1 — x) est la primitive de x — 1= qui s’annule en 0. Donc x — —In(1 — x) est développable
—X
en série entiere en 0 avec pour développement :

+00 +00
n+1 X"

Vxe]—l,l[,—ln(l—x)=zn+l =Z7
1

n=0 n=

n

. 2. LN Z 2z . .

En étudiant la série entiére (z — —), on établit successivement que :
nz=1 n

— son rayon de convergence est égal a un en utilisant la regle de D’ALEMBERT pour les séries entieres;

—1)"
=1) est une série de RIEMANN alter-

— elle converge uniformément sur [—1, 0] car la série numérique .
n=1
née convergente.

Donc la somme de la série entiére est en continue en —1 et :

+00 _ pn
Vxe[—l,l[,ln(l—x)z_z%
n=1

puis en appliquant le changement de variable x «—— —x :

1)n+1xn

n

Vxe]-1,1], 1n(1+x)=z(_
n=1

+°°(__)n+1
On en déduit alors que In2=In(1+1) = Z —

n=1

9.2.3 Utilisation des équations différentielles

Les équations différentielles et les séries entiéres peuvent interagir de deux manieres différentes.
e Ftant donné une équation différentielle, trouver des solutions développables en série entiére.

e Ftant donnée une fonction développable en série entiére, trouver I'expression de son développement a
l'aide d’'une équation différentielle qu’elle vérifie.
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Exemple. Soit @ un nombre réel fixéet f,: ]—1,+00] — R
X — (1+x)*
(1+x)* «a
1+x 1+x
Donc f, est solution sur ]—1,+00[ de I'équation différentielle (1+ x)y’—ay =0 (E).

Alors f, est de classe €°° sur |—1,+o00[ et Vx €]—1,+00], f(;(x)za(1+x)“—1 =q

Ja(x).

Soit y une solution de (E) développable en série entiére en 0. Alors il existe R > 0 tel que :

Vxe]—l,+oo[m]—R,R[,y(x):Zanx”

+00 +00
Alors y’(x) = Z(n +1)a,x" = Z na,x"'. On réinjecte les expressions de y et y’ dans (E) :
n=0 n=1

0=(1+x)y —ay=y"+xy —ay

+00 too
=Z(n+l)an+1x”+x2nan —aZan —Z n+1)a,. x" +Znanx —Zaan
n=0 n=1
+00 +00 +0o0
:Z(n+1)an+1x”+Znanx”—2aanx”=Z[(n+1)an+1+(n—a)an]x"
n=0 n=0 n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiere de x — 0, on déduit que (n + 1)a, 1 + (n —a)a,, = 0 pour tout
. ) N . al’H—l a—n
entier naturel n, c’est-a-dire que =

a, n+l’
) . ala—1)---(a—n+1)
Montrons par récurrence que pour tout entier naturel » non nul, a,, = ‘ ag :
n!
a—0 a

— sinzl,alzmaozaaozﬂao;

ala—1)---(a—n+1)

— si n est un entier naturel non nul tel que a,, = ay, alors d’apres la relation de récur-

n!
. . a—n a—nala—1)---[a—(n—1)] ala—1)---(a—n)
rence établie plus haut, a,,; = a, = ay= ag.
n+1 n+1 n! (n+1)
ala—1)---(a—n+1
On en déduit donc que a,, = ( ) (' )ao pour tout entier naturel non nul 7.
n!
. an+1 . a—n . . y N N ) 2. BN
Comme lim = lim =1, il vient d’apres la regle de D’ALEMBERT pour les séries entieres

n—+o00| q, n—+oo | n+1

que le rayon de convergence de > (z+— a,z")est R=1.
neN
Réciproquement, la somme S de cette série entiére est de classe ¢ °° sur ]—1, 1[ et constitue une solution

de I'équation différentielle (1+ x)y’—ay =0sur |—1,1].

La théorie des équations différentielles linéaires homogenes du premier ordre assure que toute solution
de cette équation différentielle est de la forme x — Ce~8(*) oi1 C est une constante réelle quelconque et g une

a
— Ainsi, toute solution est de la forme x — Ce?"1+¥) = C . (14 x).
x

Il est en donc de méme pour S : il existe une constante réelle C telle que

primitive de x —

+00
Vxel-1L1[, S(x)=aq 1+Za(a_1)"'(a—n+1)
n=1

' x"|=C-(1+x)*
n!

(la—n+1)

x|
n!

+00
ala—1)-
Enimposant ay=1,ilvientque1=S(0)=C-(1+0)*=Cet|Yx<]—1,1], (1+x)“:1+2 ( )
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Annexe C

Démonstration de la théoreme 9.1 (non
exigible)

Remarque. Cette démonstration utilise des notions traitées dans le module « Analyse dans R" ».

Montrons d’abord que pour tout réel r de ]0, R[, la série d’applications Y’ (z — a,z") converge normalement sur le
neN
disque fermé D, de centre 0 etderayon r,i.e. D, ={z€C, |z|<r}.

Soit r €10, R[. Comme r < R, la série numérique »_ a, r" converge absolument.
neN
Soitalors z € D, : alors |z| < r et|a,z"|<|a,|-1z|" <|a,| - r" =|a,r"| pour tout n.
Chaque application z — a, z" est donc bornée sur D, par u, = a,, " qui est le terme général d'une série absolument

convergente : la série d’applications »_ (z — a,z") converge normalement sur D,.
neN

Soit K un compact inclus dans le disque ouvert de centre 0 et de rayon R. L'application |- | (module complexe) est
continue sur K, donc elle y est bornée et y atteint ses bornes. C’est-a-dire que :

(EIZMEK, 21611[<)|z|=|zM|) = (EleeK, VzeK,|z| < |zM|) = (EizMeK, KCQle)

Comme z), est un élément de K, il vient que |z);| < R. D’apres ce qui précede, la série d’applications > (z — a, z")
n

converge normalement sur Dy, | et donc sur K.
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Annexe

D

Développements en série entiere en 0

Romain Dujol

Vx eR,

Vx €R,

Vx eR,

Vx eR,

Vx eR,

Vxe]-1,1],

Vxe]-1,1],

Vxe]-1,1],

Vxel]-1,1],

Vxe]-1,1],

shx =

COS X =

sinx =

(1+x)*=

1
1—x

1 —
1—xp

2 —
(1—xp

1 —_—
1+x

n=0
+00

n=0

n=0

+00
2.
n=0

+00

2n)!
x2n+1
o 2n+1)!

100 (_l)nx2n

(2n)

+00 (_l)nx2n+1

2n+1)

+00

1+

ala—1)---(a—n+1)

x"(valable sur Rsi @ € N)

n=1

Z(n+ 1)x"

n=0
+00

Z(n +2)(n+1)x"

n=0
+00

Z(_l)nxn

n=0

+00
Vxel-1, 1[,—ln(1—x):z
n=1

Vxe]-1,1],

Vxe[-1,1],

In(1+x)=

arctan x =

100 (_1)n+1xn

n=1

+00 (_l)nx2n+1

n=0

xl’l

n

n

2n+1

n!
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Vxe]—-1,1],
Vxe[-1,1],
Vxe[-1,1],

Romain Dujol

1+x) & x2ntl
argthx=-In =% )" 2211
=0
$1-3-e0-(2n—1) 121 S @2n) x
T L0 en 2nt _;(ZHn!)22n+l
too 2n+1 IR 2n+1
1-3..... 2n—1) x 2n) x
argsh x = Z(—l)" ( ) = Z(—U"
o 2:4-c--- (2n) 2n+1 o 2rn!22n+1
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Chapitre 10

Séries de FOURIER

Lors de I'étude de sytémes analogiques (filtres, ...), on se rameéne souvent a I'étude de termes purement
sinusoidaux. Dans le cas ot le systéme est linéaire, la stratégie est décomposer I'entrée en signaux sinusoidausx,
appliquer le systéme a chacun des termes de la décomposition et générer la sortie en sommant les termes
obtenus (c’est la propriété dite « de superposition »).

10.1 Séries trigonométriques réelles

10.1.1 Définition

Définition 10.1 (Série trigonométrique réelle).
On appelle série trigonométrique (réelle) toute série d’applications de la forme

Z [t —a,cos(nwt)+ b, sin(nwt)]

neN

ol (ay) ey €t (b,) ey sont deux suites numériques a valeurs réelles et w un nombre réel strictement positif.

10.1.2 Convergence

27
Proposition 10.1. Soita e Rtelque > [t — a, cos(nwt)+ b, sin(nwt)] converge simplement sur [a, a+ —[
neN w

: : 2
Alors elle converge simplement sur R et sa somme est une fonction a valeurs réelles —-périodique.
w

27
Démonstration. Pour n €N, ondéfinit f,: R — R et T =—.Alors:
t — a,cos(nwt)+b,sin(nwt)

VteR, f,(t+T)=a,cos[nw(t+ T)]+ b, sin[nw(t +T)|=a,cos(nwt+nwT)+ b, sin(nwt+nwT)
=a,cos(nwt+2nn)+ b, sin(nwt +2nn)=a,cos(nwt)+ b, sin(nwt)= f,(t).

Donc f,, est T-périodique pour tout n € N. Soit ¢t €R, alors :
— R estarchimédien, doncil existe peNetne[0, T[telque t —a=pT +n;
— alors f,(¢t)=f,(pT + a+n) = f,(a+n) par T-périodicité.

Comme a+ne€la,a+T[, D f,(a+n)converge:donc >’ f,(t) converge. Donc ) f, converge simplement sur R.
neN neN neN
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Notons S la somme de »_ f,,. Comme pour tout entier naturel 7, f;, est une fonction T-périodique, on a:
neN

VEeR, S(t+T)=> fu(t+T)=> f,(t)=5(t)
n=0 n=0

Donc S est T-périodique. O

27
Proposition 10.2. Soita € Rtelque Y. [t — a, cos(nwt)+ b, sin(nwt)] converge uniformément sur [a, a+— [
neN w

: : 2
Alors elle converge uniformément sur R et sa somme est une fonction a valeurs réelles —-périodique.
w

27
Démonstration. Pour n €N, ondéfinit f,: R — R etT =—.
t — a,cos(nwt)+b,sin(nwt)

+00
D’apres le théoreme précédent, Y. f, converge simplementsurRet S = Z fn est T-périodique.

neN n=0
+0oo
Soit n € N. Alors R,, = Z fr estla somme d’une série trigonométrique réelle. Donc, d’aprés le théoréeme précédent,
k=n+1

R, est T-périodique. Soit ¢ € R, alors :
— R estarchimédien, doncil existe pcNetne[0, T[telque t —a=pT +n;
— alors R,(t)=R,(pT +a+n)=R,(a+n) par T-périodicité.

Comme a+nela,a+ T|,ilvient que |R,(¢)|=|R,(@+n)|< sup [R,(x).

x€la,a+T|

Comme )’ f,, converge uniformément, (R,),cy converge uniformément sur [@, & + T puis liIJrn [ sup |R,(x)||=
neN N—=+00| xela,a+T]

0. On conclut donc que D f, converge uniformément sur R. O
neN

10.1.3 Développement en série de FOURIER réel

T T

2m T sin=0
Lemme. Soitn €N, weRY et T = —. Alors . .
w 0 sin#0

0

sin(nwt)dt =0 etf

0

cos(nwt)dt = {

Démonstration. Soit n € N,

T T/2 T/2

cos(nwt)dt = ZJ cos(nwt)dt.

e t—cos(nwt)est2r-périodique et paire donc J
0

0

cos(ncut)dtzJ
—T/2
T/2 T/2
- Sin=0, alorsf cos(nwt)dtsz de=T.
0 0

T/2 . T/2
sin(nwt
- Sin#0, alorsf cos(nwt)dt=2[¥] =0.
0 nw 0
T T/2
e t—sin(nwt)est T-périodique et impaire donc J sin(nwt)dt =J sin(nwt)dr =0. O
0 —T/2

T
27
Lemme. Soit (1, m)eN?, w ERY etT = Z.Alorsf cos(nwt)-sin(mwt)dt =0 et
0

T T sin=m=0 T 0 sin=m=0
f cos(nwt)-cos(mwt)dt =172 sin=m#0 et f sin(nwt)-sin(mwt)dt =472 sin=m#0
0 0

0 sin#m 0 sin#m
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Démonstration. Soit (n, m) € N2,

T T/2
e t—cos(nwt)sin(mwt)est T-périodique etimpaire. Doncf cos(nwt)sin(mwt)dt = f cos(nwt)-sin(mwt)dr = 0.
0 —T/2
o t—cos(nwt)-cos(mwt)est T-périodique et paire. Donc :
T T/2 T/2
J cos(nwt)-cos(mwt)dt =f cos(nwt)-cos(mwt)dt = Zf cos(nwt)-cos(mwt)dt
0 —-T/2 0

T/2
:ZJ cos[(n—m)wt]+cos[(n+m)wt]dt
0

Z

T/2 T/2 T sin=m=0

=J cos[(n—m)wt]dH—f cos[(n+m)wt]dt =172 sin=m#0
0 0 0 sin#m

e t—sin(nwt)-sin(mwt)est T-périodique et paire. Donc :
T/2

T T/2
f sin(na)t)-sin(ma)t)dt:f sin(nwt)-sin(mwt)dtzzf sin(nwt)-sin(mwt)dt
0 —T/2 0

T/2
=ZJ cos[(n—m)a)t]—cos[(n+m)a)t]dt
0

2
T/2 T/2 0 sin=m=0
=f cos[(n—m)a)t]dt—f cos[(n+m)wtldt =172 sin=m#0 O
0 0 0 sin#m

Théoréme 10.1. Soit >_ [t — a, cos(nwt)+ b, sin(nwt)] une série trigonométrique réelle qui converge
neN
T

27 1
uniformément sur R. On note S sa somme et T = — sa période. Alors ay = T J S(t)dr et
w
0

T T
2
Yn>1, an:—f S(t)cos(nwt)dt et bn:?J S(t)sin(nwt)dt
0 0

Démonstration. Pour n €N, ondéfinit f,: R — R : f, est continue sur R.
t — a,cos(nwt)+b,sin(nwt)

De plus, Z [ converge uniformément sur R, donc sur [0, T']. Soit m un entier naturel :
neN

— pourtoutn €N, t — f,(t)cos(mwt)et t — f,(t)sin(mwt)sont continues sur R;

— VneN,VteR,

+00

> fk(r)cos(mwt)|=|Rn(t)cos(mwt)}s|Rn(r)|s||Rn||oo

k=n+1

Comme (R,),ey converge uniformément sur R vers la fonction nulle, il vient que lig_noo [|IR,llooc = O puis que
n—

> [t — fu(t)cos(mwt)] converge uniformément sur R.

neN

De méme, on montre que Y. [t — f,(f)sin(mwt)] converge uniformément sur R.
neN
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On peut donc appliquer le théoreme d’interversion somme-intégrale et les lemmes précédents :

T T (+o0 +00 T
f S(t)dt:J {Z[an cos(nwt)+ b, sin(nwt)]} dt=2{j la,cos(nwt)+ b, sin(ncot)]} dt
0 0 0

n=0 n=0
+00 T T
= anf Cos(na)t)dH-an sinfriwt)dt | =ay- T
n=0 0
T T (+oc0
szl,f S(t)cos(mwt)dt:f {2[% cos(nwt)cos(mwt)+ b, sin(nwt)cos(mwt) ]} dr
0 0 n=0
+00 T
= {f la, cos(nwt)cos(mwt)+ b, sin(nwt)cos(mwt) ]} dr
n=0 0
+00 T T T
=Z[anf cos(nwt)cos(mwt)dt + b, sin(n os(mwt)dt =am'5
n=| 0

0
T T (+o0
Ym=>1, f S(t)sin(mwt)dt :J {Z[an cos(nwt)sin(mwt)+ b, sin(na)t)sin(mwt)]} dt
0 0

oo T
:Z{f la,cos(nwt)sin(mwt)+ b, s1n(na)t)s1n(ma)t)]}

[anw+b J sin(nwt)sin( mwt)dt] b,, O
n=

Remarque. Le coefficient a; est donc égale a la valeur moyenne de S sur une période.

Définition 10.2 (Développement en série de FOURIER réel).
Soit T un réel strictement positif et f une application T-périodique sur R.
On définit le développement en série de FOURIER (réel) de f comme la série trigonométrique

1
> [t —aycos(nwt)+ by, sin(nwt)] avec w = 7%, ag= ?J f(t)dr et
neN 0

2 (7 2 (7
Yn>1, an:—f f(t)cos(nwt)dt et bn:—J f(t)sin(nwt)dt
T, T,

Les suites (a,),ex €t (b,)n>1 sont appelées coefficients de FOURIER (réels) de f.

Proposition 10.3. Soit T un réel strictement positif et f une application T-périodique sur R.

On note (a,),en €t (b,),>1 les coefficients de FOURIER réels de f.
T/2

Si f est paire, alors ay = T f(t)dt et

4
Yn>1, anz?J f(t)cos(nwt)dt et b, =0
0

Si f est impaire, alors ay =0 et
4 .
Yyn>1, a,=0 et bn:?J f(t)sin(nwt)dt
0
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Démonstration. Les fonctions f, t — cos(nwt) et t — sin(nwt) sont T-périodiques.

e Si f estimpaire, alors ¢ — f(¢)cos(nwt) est paire et t — f(t)sin(nwt) est impaire :

T/2 o (T2
ff(t = f(t)dt=?f f(r)de
—T/2 0
2 2 (T?
‘v’nZl,an:—f f(t)cos(nwt)dt = — f(t)cos(nwt)d f f(t)cos(nwt)dt
T 0 T —T/2
5 7 T/2
VnZl,bnz—f f(t)sin(nwt)dt = — f(#)sin(nwt)dt =0
T J, T ) rp

e Si f estimpaire, alors ¢ — f(¢)cos(nwt) est impaire et t — f(t)sin(nwt) est paire :

T/2
f)dt— (r)d (r)d
ez ez o2

Vn>1,a,= f f(t)cos(nwt)dt f t)cos(nwt)dt =0

T —T/2
9 o (T2

Yn>1, b,=—= f(t)sin(nwt)dtz— f(t)sin(nwt)d f (t)sin(nwt)dt
T )y T —T/2

10.2 Séries trigonométriques complexes

10.2.1 Définition

Définition 10.3 (Série trigonométrique complexe).

On appelle série trigonométrique complexe toute «série » d’applications de la forme >’ (t —cpe i”“”)
nez

ol (¢, ),z est une suite complexe indexée sur Z et w est un nombre réel strictement positif.

10.2.2 Convergence

Proposition 10.4. Soit 2 €R tel que (t — c,enet ) converge simplement sur
nez

2n
a,a+—|.
w
. Lo2m
Alors elle converge simplement sur R et sa somme est une fonction — -périodique.
w

27
Démonstration. Pour n € Z, on définit f,,: R C et T =—.Alors:
w
t c

03 €R, fn(t + T)Z Cnelnw(t+T) — Cnemwt+tan — Cnemwt+2mrc — CnetnwteZlnn — Cnelnwt :fn(t)

Donc f,, est T-périodique pour tout n € N.

Soit t €R, alors:
— R estarchimédien, doncil existe peNetne[0, T[telque t —a=pT +n;
— alors f,(t)= f,(pT +a+n) = f,(a+n) par T-périodicité.

Comme a+n€la,a+T[, D f,(a+n)converge:donc Y. f,(t) converge. Donc ). f, converge simplement sur R.
neN neN neN
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Notons S la somme de »_ f,,. Comme pour tout entier naturel 7, f;, est une fonction T-périodique, on a:

neN +00 +00
VEER, S(t+T)= D flt+T)= > fi(t)=5(1)
n=—oo n=—oo
Donc S est T-périodique. 0

; 2m
Proposition 10.5. Soit 2 €R tel que . (t — cne‘”“”) converge uniformément sur [a, a+ —[
nez w

27
Alors elle converge uniformément sur R et sa somme est une fonction —-périodique.
w

P . P 2m
Démonstration. Pour n €N, on définit f,: R — R etT=—.
t — c,e inwt w
+00
D’apres le théoreme précédent, > f, converge simplement sur R et S = Z fn est T-périodique.
neN n=0

+00
Soit n e N. Alors R, = Z fr estla somme d’'une série trigonométrique complexe. Donc, d’apres le théoreme pré-
k=n+1
cédent, R, est T-périodique. Soit ¢ €R, alors :
— Restarchimédien, doncil existe peNetne[0,T[telque t—a=pT +n;
— alors R,(t)=R,(pT +a+n)=R,(a+n) par T-périodicité.
Comme ¢ +nela,a+ TJ,ilvient que |R,(t)|=|R,(a+n)|< sup |R,(x)-

x€la,a+T|

Comme )’ f,, converge uniformément, (R, ),y converge uniformément sur[@, @ + T[ puis lim [ sup |Rn(x)|] =
neN =100 | velg,a+T]

0. On conclut donc que > f, converge uniformément sur R. O
neN

10.2.3 Développement en série de FOURIER complexe

. ) 271 g T sin=m
Lemme. Soit(n,m)eN*, w R} et T = —. Alors
w

eznwte—zmwt dr = {
0

0 sin#m’
Démonstration. Soit (n, m)€ N2,

T T
e Sin=m, alors ei"”te_im‘”tdt:f de=T.
0

ei(nfm)wt :|T e2i(n7m]n_1

= =0. O

e Sin# m,alors —me

J;)
T
einwte—imwt dr = |:
o (n—mow |,

Théoréme 10.2. Soit >’ (t — cpelnet ) une série trigonométrique complexe qui converge uniformé-

nez
+00 2T
ment sur R. On note S: t — z c,e'"! et T = — sa période. Alors
w
n=—oo

T
1 .

Vnez, cn:—f S(t)e "t dt
T Jo
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Démonstration. Pour n € Z, on définit f,: R — R : f,, est continue sur R.
t — cy e—ina)t

De plus, > f, converge uniformément sur R, donc sur [0, T]. Soit 2 un entier naturel :
nez

— pour tout n €Z, t— f,(r)e” ™! est continue sur R;

+00 —n—1
— ¥neN,VieR, | > filt)e ™+ > filt)e ™! =|R,(1)e ™! < |Ry()] < I Rulloo
k=n+1 k=—00

Comme (R,),ey converge uniformément sur R vers la fonction nulle, il vient que nEIPw [IR,|lco = O puis que

> [t — f(t)e™ ’"w] converge uniformément sur R.

neN
On peut donc appliquer le théoréeme d’interversion somme-intégrale et les lemmes précédents :
T T +oco +00 T
Vm eZ,J S(t)e_”"“’tdtzf 2 c el MOl qr = Z c,,f einoteTimolqy —c . T O
0 0 n=—o0 n=—o00 0

Définition 10.4 (Développment en série de FOURIER).
Soit T un réel strictement positif et f une application de R dans C T-périodique.
On définit le développement en série de FOURIER complexe de f comme la série trigonométrique
T

i 21 1 )
S (t—cpei"™)avecw=—etc,=— [ f(t)e”"*"d¢t pour tout n € Z.
neN T T 0
La suite (c,),<z est appelée coefficients de FOURIER complexes de f.

Proposition 10.6. Soit T un réel strictement positif et f une application de R dans C T-périodique.
On note (c¢,),cz les coefficients de FOURIER complexes de f.
Si f est exclusivement a valeurs réelles, alors c_,, = c,, pour tout entier relatif n.

T T T
1 . 1 —_— 1 .

Démonstration. Nn€Z, c_,= — fR)etde == f(t)e—inotdtr = — f(te '"@tdr =7, O
T Jo T ), T ),

Proposition 10.7 (Relations entre coefficients de FOURIER réels et complexes).
Soit f une application T-périodique sur R. On note (a,),ey €t (b,),>1 ses coefficients de FOURIER réels et
(cn)nez ses coefficients de FOURIER complexes.

a,—ib,
=
) CozaoetanL
a,+ib,
cn= T
a,= c,+c_, = 2%xRec,

e agp=cyetVn>1, .
0= {bn:l(cn—c_n)z—Z‘jmcn

Romain Dujol 96



T T
1 . 1
Démonstration. Notons que ¢y = ?f f(t)e @ dr = ?f f(t)dt=a,
0 0

T T
e YneN, Cn=lj f(t)e_i”‘””dtzlj f(D)cos(nwr)—isin(nwt)de
T J T ),

1 (7 1 (7 . )
:;L f(t)cos(nwt)dt—l?ﬁ f(t)an(ncot)dt:?_l?

1 (" 1 (7
=—J f(f)ei"wdt=—f f(t)lcos(nwt)isin(nwt)dt
T 0 T 0

1 (" 1 (7 . )
:?JO f(t)cos(nwt)dtJri?L f(t)sin(nwt)dt:?”Jri?"

2 T Z T e*inwt_i_einwt
e VYneN, a,=— (t)cos(nwt)dt = = (1) ————dt
TL ! TL ! 7

_1 T 1 (7
f f(t) —tnwtdt+ TJ f(t —inwtdt: Ch+Cp
znwt+ inwt : T ‘ ‘
f f Sln no)t Zf f e dt:if f(t)(e—mwt_etnwt)dt
0

! —inwt _L —inwt _ _
=?L f(t)e dr Tfo f(t)e dt=i(c,—c_,)

10.3 Convergence du développement en série de FOURIER

10.3.1 Fonctions périodiques de classe ' par morceaux sur R

Définition 10.5 (Discontinuité de premiére espéce).

Soit I un intervalle ouvert de R, #, un point de I et f une application définie sur 7\{zy}.

On dit que f possede une discontinuité de premiére espece en % si et seulement f admet une limite
finie a gauche en f, et une limite finie a droite en #,. Auquel cas, on note :

t—)

Nits )—hmf(t et f(r;)zthjgf(t)

Définition 10.6 (Fonction de classe ¢! par morceaux). Soit a et b deux réels tels que a < b.
Une application f est dite 6! par morceaux sur [a,b] si et seulement si il existe une subdivision
o ={th=a,ty,...,t,_1,t,=b} dela, b]telle que pour tout entier naturel i € [1,n] :

1. f estdeclasse 6! sur |t;_;, t;[;

2. larestriction de f a]t;_;, t;[ se prolonge sur [#;_i, ;] en une application de classe 6.
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Proposition 10.8 (Caractérisation rapide). Soit a et b deux nombres réels tels que a < b.
Une application f est ¢! par morceaux sur [a,b] si et seulement si il existe une subdivision
o={t=a,t,...,t,_1,t,= b} dela, b] telle que pour tout entier naturel i € [1,n] :

1. f estde classe 6! sur]t;_;, t;[;

2. f et f/ admettent une discontinuité de premiére espéce en t;.

Exemple. Soit f: [0,2n7] — R

t si x €[0, 7] v
I —
2n—t sixe€]m,2n] ok

Montrons que f est de classe 6 par morceaux sur [0,27] :
— sur les intervalles 0, 7] et |7, 27t[, f est polyndomiale donc de classe 6 ;
—ona f(0") = f2n)=0et f(r) = f(r*) = 7 : donc toutes les discontinuités de f sont de premiére
espece;
— ona f/(0") = f/(r7)=1et f/(n*) = f/(2n~) =—1 : donc toutes les discontinuités de f’ sont de premiére
espece.

Donc | est de classe 6! par morceaux sur [0, 27]. (Notons que f est de plus continue sur [0, 27].)

Définition 10.7 (Fonction périodique de classe 6! par morceaux).

Soit T un réel strictement positif et f une application T-périodique sur R.

f estdite périodique 6! par morceaux sur R si et seulement si il existe un nombre réel « tel que f soit
de classe 6! par morceaux sur [a,a+ T].

10.3.2 Théoréeme de DIRICHLET

Théoréme 10.3 (Théoréeme de DIRICHLET).
Soit T un réel strictement positif et f une application T-périodique de classe 6! par morceaux sur
R. Alors les développements en série de FOURIER réel et complexe de f converge simplement sur R vers
l'application S;: R — R .
fa)+ [
2

t

IMPORTANT. f et Sy coincident en tout point de continuité de f.

10.3.3 Théoréeme de PARSEVAL

Théoreme 10.4 (Théoreme de PARSEVAL).
Soit T un réel strictement positif et f une application T-périodique de classe 6! par morceaux
sur R. On note (a;,),en €t (b,,),>1 ses coefficients de FOURIER réels et (¢, ),z ses coefficients de FOURIER

complexes. Alors :
r a? +b2
f @) dt_%+z = > el
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Rappels Comme cos(x + 1) =—cos x et sin(x + 77) =—sin x pour tout x € R, on a par récurrence que :
VneN, cos(x +nm)=(—1)"cosx et sin(x +nm)=(—1)"sinx
En particulier, en x =0, cosnm =(—1)" cos0=(—1)" et sinnm =(—1)"sin0 =0.

. . nwm . .
Soit n € N. Pour calculer sin > on distingue deux cas :

) ) . nm . 2pm
— si n est pair, alors n =2p et smT :smT =sinpn=0;

. 2Cp+D)m
n—

. . . . hT7 . T . T
— sin estimpair, alors n=2p +1 et smT =si =sm(pn+ §)=(—1)” smE =(—1)".

. (. nm
Autrement dit, (sm 7) =(0,1,0,-1,0,1,0,—1,0,1,...).

neN

Interprétation physique
Si f est T-périodique, continue et de classe 6! par morceaux et que (a,,) ey €t (b,,),>1 sont ses coefficients
+00
de FOURIER réels, alors Vi €R, f(t)=ay+ Z la, cos(nwt)+ b, sin(nwt)].
n=1

En reprenant le vocabulaire utilisé en physique, f est un signal périodique avec :

2r 1 w
— sa période T, sa pulsation w = — et sa fréquence T= 2—;
T

T
LT
— sa valeurmoyenneaoz(f):?f f(e)de;
0

— son harmonique de rang n f,, : t — [a, cos(nwt)+ b, sin(nwt)]; 'harmonique de rang un est appelé
fondamental (car sa période est égale a celle de f).

T T
Soit n un entier naturel. Si (a,, b,) # (0,0), il existe un unique couple (4,, ¢,) € R} x ]_E’ E[ tel que :

VteR, a,cos(nwt)+ b, sin(nwt)=A,cos(nwt—p,)

Plus précisément :

3

— sia,=0etb,>0,alorsA,=b,etp,=—;

\S)

s
— sia,=0et b, <0,alors A,=—b, et 90n=—§;

b
— sia, #0,alors A, =+ a3+ bietp,= arctan(a—n).

n
Les valeurs A, et ,, sont respectivement I'amplitude et la phase de '’harmonique de rang n.
La représentation graphique de n — A,, est appelée spectre de fréquence du signal f.

T +00
1 1
Remarque. La formule de PARSEVAL se réécrie ?J [f (t)]2 dr=a+ 5 E A2
0 n=1

En remarquant que la puissance du signal f, : ¢t — [a,cos(nwt)+ b,sin(nwt)] est égal a
A2 a’+b:

L= 5 L la formule de PARSEVAL traduit la conservation de la puissance : la puissance du signal est la

2
seule somme des puissances de toutes les harmoniques qui la composent (il n'y a pas de termes croisés).
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