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Relations de comparaisons de suites
tions comparaisons onct

Domination, négligeabilité
Equivalence

Définition
Soit (uy,) et (v,) deux suites.
On dit que :

n

. ; . (u )
o (u,) est dominée par (v,) si la suite <—"> est bornée.
v

On note alors u, = O (vy).

@ la suite (u,) est négligeable devant (v,) (ou que (v,) est
prépondérante devant la suite (u,))

. g Up
si la suite | — | converge vers 0.
Vn
On note alors u, = o (vy).

Exemples.
4 1
Ona: % =0 <r12> car (cos(n) + 4) est bornée.
On a: n’sin(n) = o (n®)
_n3sin(n)  sin(n) L ,
En effet : lim —— = ——~ — 0 (théoréme d’encadrement)
n—-+4o00 n n n—+o00
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Relations de comparaisons de suites
tion ) on on

Domination, négligeabilité
Equivalence

Remarques.
@ (up) est bornée si et seulement si u, = O(1).
@ (up) converge vers 0 si et seulement si u, = o(1).
o u,=0(vp) = u,=0(vy).

Proposition
Soient (un), (va) et (w,) trois suites.
@ Siup,=0(vp) et v, = 0(w,),
alors u, = O (w,) (transitivité de la relation O ).
@ Siup=o0(vy) et v,=o0(wy), alors u, = o(w,) (transitivité de la
relation o ).

Démonstration.

On démontre le deuxiéme point, le premier point est analogue.

Soit (up) une suite telle que u, = o (w,) et w, = o(t,).
ul'l n n

Alors, pour tout n > ng,ona: —=—-— — 0:-0=0.
Wp Vn Wp n—+00

Ainsi, u, = o (t,). O



Relations de comparaisons de suites
tions comparaisons onct

Domination, négligeabilité
Equivalence

Proposition

Soient (un), (va), (wn) et (t,) quatre suites telles que (w,) et (t,) ne
s'annulent pas a partir d'un certain rang. Soit (\, ;1) € K.

@ Siu,=0(w,) et v, = 0(w,), alors Au, + pv, = O (w,).

@ Siup,=o0(w,) et v,=o0(w,), alors Au, + pv, = o(w,).

@ Siu,=0(w,) et v, = 0(t,), alors u,v, = O (wyt,)

o Siu,=0(w,) et v, =o(t,), alors u,v, = o (wyt,).
Exemples

2 _ 4
ont = o (n*).
e 2 n—>:+oo 0(3 )
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Relations de comparaisons de suites

Domination, négligeabilité
Equivalence

Définition (Exponentielle d’exposant réel quelconque)

Soit a€ R™ et b € R,

ab _ eblna
On a
Ina® =bina
en appliquant la fonction exponentielle on obtient le résultat. OJ
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Relations de comparaisons de suites

on cor r 1 on 1 Domination, négligeabilité
Equivalence

Proposition
Inn
lim — =0
n—+oo N

On étudie ¢(x) = Inx — x.
@' (x) = 1_TX donc sur [1; +00[ ¢ est décroissante . Comme ¢(1) = —1,

¢ < 0, donc

0 < Inx < x sur [1; +oof

, . 1
Si on remplace x par v/x, on obtient 0 < Iny/x < v/x = 0 < 3 Inx < /X

In x
0 < <

X

Sl

En passant a la limite en +oc0, d'aprés le théoréme des gendarmes on a

. In x
lim — =0
x—+oo X
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Relations de comparaisons de suites

on cor r 1 on 1 Domination, négligeabilité
Equivalence

<1 + l)n — enln(1+%)
n

Or
In(1+X) In(14 X)—In(1+0) 9
X - X -0 X—0
1
et lim — = 0 donc, par composition,
n—+oo n
In (1 4+ 4 1
lim y:l: lim nln(1+7)
n—+o0o = n—+o0o n

n

On en déduit, par composition, que
1 n
lim (1 —+ 7) =e
n—+oo n
O
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Relations de comparaisons de suites
telations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

mités Equivalence

Proposition (croissances comparées)

Soit (o, 8) € R avec o, 8 > 0, et g > 1. Alors :

In® n=o(n%) n“ =o(q")

Démonstration.

- n“ _ nn_
@ On étudie le rapport — = "= "I"4 — (a5 =Inq)

Inn Inn
Onaa— —Ing— —Ingdoncn|(a— —Ing| — —oocar
n n

n——+o0 n—+o00
g>1
.. Inn_
OreX — 0 donc par composition en(a®—na)  _, ¢
X——o0 n—+o00
na
. a ] I‘ n__— .
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Relations de comparaisons de suites

Domination, négligeabilité
Equivalence

In(In n)
@ On étudie le rapport —— In gfinlnn)—alnn _ Jnn(F2E0 —a)
ne

In X
Or — — 0 etlInn— 400 donc par composition
X X—+o0 n—-+4o00
In(In n In(In n
Il g done g0INA) o, L, 4
Inn n—+4oo Inn =
In(In n
donc Inn 5M —a| — —oo.
Inn n—00
- In(inn)
OreX — 0 donc par composition e G ) I
X—) 00 n——oo
n?
On a blen 0
n— — oo
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Relations de comparaisons de suites

Domination, négligeabilité

Equivalence

qn
@ On étudie la suite u, =—

n!
On souhaite démontrer que cette suite tend vers 0.
qn+1n! q
OnaVneN* up1=u, =u

(n+1)lgn "n+1
Pour n+ 1 > g, cette suite est décroissante. De plus elle est minorée
par 0. Donc elle est convergente.
Soit / la limite de u,,, on passe a la limite sur la relation de
récurrence.
On obtient ¢ = 0.
Donc u, 0

—
n—-+o00
n

On a bien 9 — 0
n! n—+co
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Relations de comparaisons de suites
tion ) on onctions Domination, négligeabilité

Equivalence

n!

@ On étudie la suite v, =—

On souhaite démontrer que cette suite tend vers 0.

v Vnt1 (n+1)n" n n
= = 1
On a Vn € N*, " (3 1) 1 <

n
on a la relation de récurrence v, :( n ) Vi
n+1
Cette suite est décroissante. De plus elle est minorée par 0. Donc
elle est convergente.
Soit £ la limite de v,,, on souhaite passer a la limite sur la relation de
récurrenc%. . )
<n+1> :(l—i—l) — e donc <L> —e!
n nj) n—+oo n+1
Donc si on passe a la limite sur la relation de récurrence, on obtient
¢ =te ldoncl=0
Donc v, 0

%
n—-+o00
. nl
On a bien — — 0
nn

n—+-00
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Relations de comparaisons de suites

on ) 1 onctions Domination, négligeabilité
Equivalence

On en déduit directement la proposition suivante :
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Relations de comparaisons de suites
Domination, négligeabilité

Equivalence

Remarque.
En notant u, < v, au lieu de u, = o (v,), on a donc lorsque n tend vers
+00 :

1 1 1 1 3 o " n
KoLK =K <In"ngn* <« q" < n<«n".

n" n! q n® In® n
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Relations de comparaisons de suites
Domination, négligeabilité
Equivalence

Equivalence

Soit (up) et (v,) deux suites.
On dit que (u,),cy est équivalente a (v,),c.

. . Up
si la suite | — | converge vers 1.

Vn

On note alors
Up ~ Vp

V4 1 1
Exemple. On a v/n ~ v/n+ 1. En effet, ni\/—f =4/14 - Or,
n

. 1 . . . .
lim (1 + ) =1 et par composition par la fonction racine, continue
n

n—400
en 1, on a bien Ilim n+l =v1=1.
n—+o0 \/ﬁ
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Relations de comparaisons de suites

on > 1 onctions Domination, négligeabilité
emer 1ités Equivalence

La relation ~ est une relation d’'équivalence sur ['ensemble des suites
ne s'annulant pas, c'est a dire :

@ ~ est réflexive : u, ~ up;
@ ~ est symétrique : u, ~ Vp = V, ~ U, ;

@ ~ est transitive : Si u, ~ v, et v, ~ w,, alors u, ~ w,.
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Relations de comparaisons de suites

tions cor raison onctions Domination, négligeabilité
elc ements limités Equivalence

Soient (up) , (Va)-
@ Uy~ V<= Up— Vy=0(Vp).

@ u,~v, = u,=0(v,) etv,=0/(up).

0 u . u
Qu~v,e lim =1« lim (—"71):0
n—+oo Vp n—+oco Vnp

. Up — v,
& |im <u> =0& up—vp=0(vn).
Vn

n—+o00

. u a
@ Si up ~ v, alors (—") converge vers 1 donc bornée. De plus, comme
Vn
n>ng

u u R & 0
(—") converge vers 1 alors — donc u, est non nulle 3 partir d'un
Vn Vn

n>ng

o Vn Vn a
certain rang et | — converge vers 1 donc | — est bornée.
Un n>ng Un n>no
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Relations de comparaisons de suites

Domination, négligeabilité
Equivalence

Soient (un), (va), (wy) et (t,) quatre suites telles que u, ~ w, et

Vp ~ t,. Alors on a :

Up Whn
UpVp ~ Wptp — Vp €N, Uﬁ ~ Wr,:
Vn n

UnWn  Un W, . _
— 1 = x T - 1 par produit de limites
n—+00

@ On a, pour n € N,
VnZn Vo Zp

@ Pour ne€ N, on a
Up =i
e UnZn _Un (W) T
Zn n—+oo

Zn VnWhn Vn
Zn

comme quotient de limites.

P u \ P
— = (—") — 1P =1 par opérations
n n—+00

@ Enfin, pour net pe N, on a

sur les limites.
]
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Relations de comparaisons de suites
Domination, négligeabilité

Equivalence

Exemple.

nb

n
Montrons que ( 6 > ~ 750"

En effet, pour tout j € N fixé, onan—j~ n;

par conséquent :
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Relations de comparaisons de suites
Domination, négligeabilité

Equivalence

ATTENTION!!!1

@ On ne peut ni ajouter, ni soustraire, les équivalents :

n+l~n+2etn~nmaisonn’apasl~?2

@ On ne compose pas les équivalents :
si f est une fonction (méme continue sur R ) et si u, ~ v, on n'a
pas forcément f (u,) ~ f (v,) :
si u,,:n2+n7v,,:n2 et f =exp, on a u, ~ v,, mais :
f(u") _ n2+n—n2

F (va) =e =e" +oo, donc f (up) % f(va).

@ Lors d'une mise en puissance d'un équivalent, |'exposant doit étre
constant :

1 1\"
onal+~1mais<1+> A 1"
n n

1\" 1\"
(en effet (l+n> — e, donc <1+n> Ne>_

En régle générale, on ne sépare pas les limites



Relations de comparaisons de suites

Domination, négligeabilité

Equivalence

Proposition

Soit (up) une suite et £ € R*.

lim u,=0<= u, ~/
n—-+4o00

Démonstration

|

En effet, si I|m u, = £ # 0 alors (up) ne s'annule pas a partir d'un
n—+

. u
certain rang et on a : — - =1. Donc u, ~¢.
{ n—+oo {

u
Réciproquement, si u, ~ £, alors puisque £ # 0, — —> 1 donc
f n——+o0o

u
u, = =0 — ¢
¢ n—+oo

D. Cransac Analyse



Relations de comparaisons de suites

on r on onctions Domination, négligeabilité
Equivalence

Soient (up) et (v,) deux suites telles que up ~ vj.
@ u, et v, ont méme signe strict (> 0 ou < 0) a partir d'un certain

rang.
@ (un)nen admet une limite (finie ou infinie) si et seulement si (V) nen
admet une limite et alors |lim wu,= lim v,.
n—+00 n——+o0

D. Cransac Analyse



Relations de comparaisons de suites

Domination, négligeabilité

Equivalence

S u

o Comme (u,) et (v,) sont équivalentes, on a — — 1. Donc pour
n n—+oo

Up

1
e:§>0, il existe N € N tel que Vn > N,

Vn

- u, 1 R

En particulier pour tout n > N, ona — > 5 et u, et v, ont méme
Vi

signe strict.

.. — u
@ Supposons que (V,),cy admet une limite £/ € R. On a up = = X vy,
Vn
done u, — [ par opérations sur les limites. De méme si (u,),cy
n—+o00

.. Vi L.
admet une limite /, on a v, = — X up,v, — [ par opérations sur
n n—-4o00

les limites.

O
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, n
Equivalence

Relations de comparaisons de fonctions

o | désignera un intervalle réel non vide et non réduit a un point, a un
point de / ou une extrémité de / (éventuellement 400 )

e D désignera | ou I\{a};

@ toutes les fonctions considérées seront définies sur D a valeurs dans

K =R ou C, et supposées non nulles sur /\{a} (de sorte que le
quotient de deux fonctions est toujours bien défini sur /\{a} );

@ si les fonctions sont définies en a, on supposera de plus qu'elles sont
continues en a.
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

Equivalence

Définition
Soient f et g : D — K. On dit que :

. .. f ..
o f est dominée par g au voisinage de a si — est bornée au voisinage
g

de a.
On note alors f(x) = O(g(x)) ou f = O(g).
o f est négligeable devant g au voisinage de a si lim @ =0.
x—a g(x)

On note alors f(x) = o(g(x)) ou f = o(g).

Exemples.
@ x%sin (x3) =0 (xz) :
En effet pour / = R, x — x? et x — x*sin (x*) sont définies sur R\{0} et
x2 sin (x3)

pour tout x € R*, on a : 3 = |sin (x*)| < 1.

X

@ Sip<g,x”P = o(x9) et xI=0(xP):
+oo 0

En effet pour | = R, x — xP et x — x9 ne s’annulent pas sur /\{0} et
xP x4
lim — =0= lim —
x—+4o0 x9 x—0 xP
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité
Equivalence

Remarque.

Pour f : D —+ R, ona:
o f est bornée au voisinage de a si et seulement si f = O(1).

@ f converge vers 0 au voisinage de a si et seulement si f = o(1).
o f(x) = o(g(x)) = f(x) = O(g(x))-
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

emen mités Equivalence

Soit (o, B) € (R;f)2

(Inx)? =0 x? = 0(e™)

1 1
In®x = o (—) e = o (—)
0 X« —o0 xB
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité
Equivalence

Equivalence

Définition
Soient f et g : D — K.

f
On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si lim ﬁ =1.
x—a g(x)

On note alors f(x) ~ g(x) ou f ~ g.
a a

Exemple.
sin x ¥ xen effet pour I =R, x — x ne s'annule pas su r / \ {0} et

sin x

lim =1
x—=0 X
Remarque :

@ Si f est continue en a, on a : f(x) ~ f(a) si f(a) #0.
a

® Si f est dérivable en a, on a : f(x) — f(a) ~ f'(a)(x — a) si f'(a) #0.
@ Si P(x) = apxP + ap,lx"_1 +...a9x9(p > q est une fonction polynomiale,
alors :
P ~ P t P ~ 9.
(x) oaxt e (x) 5 X
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Relations de c

Relations de ¢ Domination, négligeabilité

Equivalence

Soient f et g définies sur D.
o f(x) ~ g(x) = f(x) — g(x) = o(g(x))-
° f(x) yelx) = f(x)=0(g(x)) et g(x) = O(f(x)).

La relation ~ est une relation d'équivalence, c'est a dire :
a

o ~ est réflexive : f ~ f ;
a

a
© ~ est symétrique : f ~ g = g ~ f;
a a a
Q@ ~
a

est transitive : f ~ g et g ~ h impliquent f ~ h.
a a a
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Relations de ¢ Domination, négligeabilité

Equivalence

Proposition (Opérations sur les équivalents)

Soient f, g, h, u quatre fonctions définies sur D.
f(X) - g(x) et si h(x) ~ u(x), alors :
X—a

f(x )h(X) ~ &g(x)u(x);

f(x) g(X) ,
hx) s u(x) |
e Vp e N, f(x)P ad g(x)P;

@ Pour o € RY, et si f* et g sont bien définies sur D, alors

FO)* ~ g(x)*

X—a
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tions cor s L
Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

Equivalence

h

@ On a, pour x € D,

limites.

@ Pour x € D, on a

f(x)P f P

@ PourxeDetpeN,ona (x) :(ﬁ) — 1P =1 par
g g(x)/) x—a

opérations sur les limites.

@ Pour tout x i) _ (0 a:eo""(g(?
F;()t 1 €D o) <g(x)) i

£(x)
X 1 done e@™(&) 1.

). Comme

(i)
g(x) x—a e
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Relations de comparaisons de suites
Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité
Développements limités Equivalence
Application des DL

Proposition (Equivalents classiques au voisinage de 0 )

e —1~x In(1+ x) ~ x
0 0
sinx ~ x tanx ~ x
0 0
arcsin x ~ x arctan x ~ x
0 0
shx ~ x thx ~ x
0 0
(1+x)“—1r5ax avec o € R*
2 2
X X
1—cos(x)~— 1—ch(x)~——
()o 2 ()0 2
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tions com ons u
Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité
eloppeme !

Equivalence

Ona:
1— 2 D, 2
| — cosx — cos*(x) _ _sin (x) X
1+ cos(x) 14cos(x) 2
carsin(x) yxet 1 + cos(x) ~ 2.
De méme, :
R ch?(x) sh?(x) x?

L=ch0) =T aht) ~ T4ch( 0 2

Dans tous les autres cas, on utilise la propriété ci-dessous.

Proposition

Si f est dérivable en a, si f'(a) # 0,

|D

f(x) — f(a) ~ f'(a)(x — a)



tions com ons u
Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

Equivalence

Proposition (Composition a droite dans un équivalent)

Soient f et g deux fonctions définies sur D.
On suppose que g ne s'annule pas au voisinage de a et que f(x) ~ g(x).
a
Soit ¢ une fonction a valeurs dans D telle que Iimb o(t) = a avec
t—
b e RU{£oo}.
Ona:
o 6(t) g o(1)

Démonstration.

En utilisant le théoréme de composition pour les limites, on peut écrire :

. f . f
lim ~ (6(£)) = fim () =1

D’ou le résultat. O
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

Equivalence

IMPORTANT. On veillera & ne pas additionner, soustraire ou composer a
gauche des équivalents sans justification, car les résultats obtenus sont
généralement faux.

Par exemple :

o x+1 ~ x+2et—x ~ —xmaisl ~ 2;
+oo +oo +oo
@ x+1 ~ x, maison n'apasexp(x +1) ~ exp(x);
Foo Foo
° 1+2x?1+xet |n(1+2x)r612x7|n(1+x)f61x.
Exemple.
Puisque lim sint = 0 et In(1 4 x) ~ x, on en déduit :
t—0 0

In(1+sint) ¥ sint iz
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Relations de comparaisons de fonctions Domination, négligeabilité

Equivalence

Mais dans certains cas, la composition a gauche peut s'appliquer.
@ On ne peut pas déduire directement de
sin(t)~tetl+4sint~1+1¢t
que
In(1+sint) ~ In(1+ t)

car alors on compose a gauche les équivalents par x — In(1 + x).
Pourtant c'est bien exact car

In(1+sint) In(1+sint)sint ¢t

In(L+¢t)  sint t In(l+1t)
Donc la limite est 1.
@ On a bien :
1+2x ~ 3+4+2x
—+o00
et

In(1+2x) ~ In(34 2x)

—+o0

Lorsqu'on compose a gauche, il faut donc vérifier dans chaque cas.



! uites
Relatluns de cumparalsuns de fonctions Domination, négligeabilité

Equivalence

Soient f,g : D — R deux fonctions telle que f(x) ~ g(x).
a

o Si g est de signe constant (> 0 ou < 0) au voisinage de a, alors f
est de méme signe strict que g au voisinage de a.

o Si g admet une limite finie ou infinie en a alors f admet une limite
en a et lim f(x) = lim g(x).
X—ra X—ra

@ Ona i) — 1, donc par définition de la limite, en posant € = 1 >0, il
g(X) X—a 2

existe r > 0 tel que Vx € [afr,aJrr]ﬂD,‘%fl‘ < 1 et pour
X

2
, T{E ; > 1 donc f(x) et g(x) ont méme signe strict.

f(x)

@ Supposons que g(x) — /. Pour tout x € D, on a f(x) = —= X g(x),
X—ra

g(x)

x€la—r,a+rlND

donc g(x) — | par opérations sur les limites.
X—ra
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Généralités
Formule de Taylor-Young

Développements limités S —
pp Opérations sur les D.L.

Développements limités

Dans toute cette section :
o | désignera un intervalle réel non vide et non réduit 3 un point
o a désignera un réel appartenant a /(= /U {extrémité de /} )
e D désignera | ou /\{a}
o Toutes les fonctions considérées seront définies sur D a valeurs dans
K=RouC.
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Généralités
Formule de Taylor-Young

Dével limité g
éveloppements limités Opérations sur les D.L.

|
H

Définition

On dit que f : D — K admet un développement limité en a a I'ordre
n € N (en abrégé DL,(a)) s'il existe (ag, ...,a,) € K™ tel que

f(x)=ao+ai(x—a)+---+ay(x—a)"+o((x—a)").
Remarque On distingue dans ce développement limité :
@ Sa partie réguliére, qui est la fonction polynomiale :
Po(x)=ap+ai(x—a)+...+a,(x—a)" Zpkxfa
o le reste o ((x — a)"), fonction négligeable devant (x — a)" lorsque
X — a, qui s'écrit aussi
(x —a)"en(x — a)
ol €, : D — K est telle que lim e(x) = 0.
x—0
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Généralités
Formule de Taylor-Young
Opérations sur les D.L.

Développements limités

Exemples
]-1,40c] — R
X = x—x2+x3In(1+x)
admet un développement limité a I'ordre 3 en 0.
En effet, comme In(1 + x) = 0, on a x*In(1+ x) = o (x?), ce qui

o La fonction

permet d’écrire :
f(x) =x—x*+0(x*)
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Généralités

Développements limités Formule de Taylor-Young
pp Opérations sur les D.L.

@ Onsait que Vvn>1

1— n+1
L x4 X"
1—x
Donc
1 ) n+1
—— =14+x+x"+...+x"+
1—x 1—x
Il vient
1 X

m—(1+x+x2—|—...—|—x")zx"

On en conclut que

1—x

= 1+x+x*+...+x"+ o(x")
1—x x=0
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Une fonction f admet, au voisinage de a € R, un développement limité a
l'ordre n

si et seulement si

la fonction g : h— f(a+ h) admet au voisinage de 0 un développement
limité a I'ordre n.

On a de plus

f(x) =, Z ak(x—a) +o((x — a)") < f(a+h) o Z ah*+o (h")
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Développements limités

Exemple
1
Calculons le DLy(3) de f(x) = —. On pose h = x — 3. On a alors
X
1 1 1
F(x) = FB+h) = = = =
C)=FB+h =3 = 318

calculé

On utilise alors le DL en 0 de la fonction x —

précédemment pour obtenir finalement :
1 h R

1— =+ — W

( LAY ))

f3+h) =3

x ;’) +o((x—3))

1
flx) == —
(x) =3 9

et donc :
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Développements limités

Proposition (Unicité d’un DL)

Si f admet un développement limité a I'ordre n en a, celui-ci est unique.

Démonstration.

Par |'absurde, supposons que
n n

f(x) = Zak(x —a)f+o((x—a)) = Z bi(x — a)k + o ((x — a)")
=0 k=0

avec (ag,...,an) # (bo, ..., by).

Soit p le plus petit entier tel que b, # ap.

Alors, pour tout 0 < k < p,onaax— by, =0.0n a
n

Fx) = Y an(x—a)f =o((x—a)") et
k=0

f(x)—Zbk(x—a)k =o((x—a)"). O
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Démonstration.

Ainsi, pour tout x # a :

n

0="1(x)—f(x) = Z(ak — b)) (x —a)  +o((x—a)")

k=0
En divisant par (x — a)” :

n

0=(ap—bp) + (x—a) O (ak— be) (x — 2) P+ 0 ((x — a)")

k=p+1
Donc
0—a,—b
X—a P P
D’ou a, = bp, ce qui constitue une contradiction. O
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Proposition (Troncature d’un DL)

Supposons que f admette un développement limité a I'ordre n en a,
f(x) =, ai(x—a)+ -+ a(x—a)"+o((x—a)")

Alors pour tout p € [0, n], f admet un développement limité a I'ordre p
en a obtenu en tronquant le développement limité a l'ordre p :

f(x) =, +ai(x—a)+ -+ ap(x—a) +o((x—a)P)
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Démonstration.
Si f admet un développement limité a I'ordre n en a dont la partie
n

réguliére est x — Zak(x — a)k, alors, pour tout p < n, on a :

k=0
n

f(x) = Z ar(x — a)k +o((x—a)")

k=0

= Z ar(x — a)k + i a(x —a)f +o((x—a)")
k=0 k=p+1

= Z a(x — a)k + (x — a)P Z ak(x —a)* P+ o((x—a)")
k=0 k=p+1

= Z a(x — a)k + (x — a)P Z ak(x —a) P+ o((x—a)")
k=0 k=p+1

o((x—a)?) -
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cor sons onction
Développements limités
/ catic es [

Proposition

Si f est paire (resp. impaire) et admet un développement limité a ['ordre
n en 0, ce développement limité ne contient que des termes pairs (resp.
impairs).

Démonstration.

Supposons par exemple f paire, et notons
f(x)=ao+aix+ -+ ax"+o(x")

son développement limité en O .
On a alors

f(x)=f(—x)=ao+ ar(—x) + - + a,(—x)" + o (x")

car une fonction négligeable devant (—x)" I'est aussi devant x". Par
unicité du DL, ax = (—l)kak pour tout k € [0, n].
On a donc pour tout k impair, ax = —a, donc ax = 0. O
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comparaison
Développements limités
A cation es D

Proposition

Supposons que f admette un développement limité a I'ordre n en a de
partie réguliére non nulle :

f(x)=as+ai(x—a)+...+an(x—a)"+o((x—a)").
Alors en notant p le plus petit entier tel que a, # 0, on a :
~ _o\P
) %, 2olx—2)

Remarque
f est donc du méme signe strict que le premier terme non nul de son DL
au voisinage de a.
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Comme pour k € [0,p —1],ak =0, on a
f(x) =ap(x —a)’ + -+ an(x — a)" + 0a(x — a)", puis

f(X) _ 1+ aP+1

aP(X —a)P ap x—a

(x=a) e 22 (x=a)" 4o ((x = 2)"?) 1

O
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Développements limités

Formule de Taylor-Young

Théoréme (Lemme de primitivation des développements limités)

Soient | un intervalle, g € Z(I,R),a € | et n € N.
Si g'(x) = o((x—a)") alors g(x) = g(a)+o((x—a)").

X—r

Démonstration.

Pour tout x € I\{a}, g est continue sur [a, x] (ou [x, a] ) et dérivable sur ]a, x|

(ou ]x, a[ ), donc d'aprés le théoréme des accroissements

finis :7g(x) —8(2) =
X —a

Ce procédé nous fournit une fonction c : I\{a} — R telle que pour tout

x € N\{a} :|ex —a|l < |x—al.

Par encadrement : lim ¢, = a, donc :

g’ (cx) pour un certain ¢ €] a,x[ (ou ]x, af).

X—ra
gx)—ga)|_ | &g'(e) | _| &) | |e=2a]" 0
(x—ayt | [(x=a)r] [(e—a)"| " [x—a] x
———
= <t
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e comn raisons de fonctions
Développements i é

Théoréme (Primitivation des développements limités)

Soient | un intervalle, f € 2(I,R) et a € I.
Si f' posséde un développement limité a I'ordre n au voisinage de a :
n

f'(x) = Z a(x —a)k+o((x—a)") avecap,...,a, €R,

x—0
alors f posséde un développement limité a I'ordre n + 1 au voisinage de
3
x — a)kt

f(x) _f(a)+Zak | +o((x—a)").

Remarque
On peut donc toujours primitiver terme a terme le développement limité
d'une dérivée!
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Développements limités

(x — )<+t
La fonction x —£5 f(x) — f(a kz AT est dérivable sur / et
sa dérivée est la fonction x £ f'(x Z a(x — a)k.

Orici : g'(x) = o((x—a)",
donc, d'aprés le lemme : g(x) = g(a) + o ((x — a)"™*) , d'ou le
résultat. O
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Exemple
n Xk
Vne N*:In(l+x) = Z(—l)k_IT + o (x")
k=1
x> X3 x* x"
N*:In(1 =X——=4+—=——+4+... —1)" 1= .
Vn e n(l+x)=x stz 7T +(-1) n+o(x)
1 n—1
. . _ k n—1 .
Puisque : - —Zx + o0 (x"1), alors :
k=0
1 n—1
=) (-1)*¥+ o (x"!) en remplacant x par —x.
1+ x
k=0
n K
Primitivons : In(1 + x) = Z(—l)kil% + o (x") sachant que :
k=1
In1=0 et que pour tout k € N, (—1)**! = (—1)k! O
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Théoréme (Formule de Taylor Young)

Soit I un intervalle, n € N, f € €"(I,R), et a € |.
Alors f posséde un développement limité a l'ordre n au voisinage de a et

Remarque
Ce résultat est un théoréme d'existence de développement limités.
On a les résultats suivants :

@ Continuité < existence d'un développement limité a 'ordre 0.

o Dérivabilité < existence d'un développement limité a I'ordre 1.

o f de classe ¥"= existence d'un développement limité a I'ordre n
ATTENTION La derniére proposition n'est qu'une implication.
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) on onctions
Développements limités
tic es [

Démonstration.

Initialisation : Nous savons déja que pour toute fonction f : | — R continue :
f(x) = f(a) + o(1).

Hérédité : Soit n € N.

On suppose la proposition vraie au rang n.

Soit f € ‘5““(/,1&). La fonction f’ est de classe € sur /, donc par hypothése
de récurrence :

n 74 (k) a . .
Fo) =S ) oy po((x—a))

k!
k=0

n
f(k+1) 3
_ Zikl( ) (x — 2 + o ((x — a)")
k=0 ’
Le théoréme de primitivation des développements limités montre aussitot le
résultat souhaité :

n (k+1) X — k+1
f) = F@a)+ 3 1 k!(a) ( E :)1

k=0

+ o0 ((x —a)"*)
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Développements limités

= A ) (s = gt
fk ( )( ) +o((x—a)"+1)

e k! k+1
", ki) :
=f(a)+ 2 m(x — a4+ o ((x—a)"?)
= f(a) 3 f(l:!(a) (x—a)+o((x—a)"")
k=1
AN

(x—a)+o((x—a)"").

I
g

k!
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Développements limités

Exemple

n ok
e Pour tout n € N: eX:Z%Jro(x")
k=0

=14 +X2+X3+X4_+ X 4 o (x

e = X 5 3 s T T o(x™).
n

_1k2k

@ Pour tout n € N : cosx:kz_%((z)k))!(
2 4 _1n2n

X X (=1)"x _|_0(X2n)_

1o XX
cosx 2 Tt T T

+o0 (x2”)
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Développements limités

Remarque.
On I'a dit, la formule de Taylor-Young est difficile & appliquer en pratique
pour obtenir un DL, car elle impose de calculer les dérivées successives de

la fonction.
On présente dans cette section des résultats permettant d'obtenir des DL

a partir de DL connus :
@ par intégration de DL.
@ par opérations (combinaison linéaire, produits,...) sur les DL.
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des DL

Combinaison linéaire, produit

Supposons que f et g admettent des développements limités a I'ordre n
en 0 :
f(x) = Pa(x) + o (x") et (x) = Qn(x)+ o (x").

o V(\, 1) € K%, Af + ug a un développement limité a I'ordre n en O :
et
(Af + pg)(x)= (APn 4 1Qn) (x) + 0 (x") .

o fg a un développement limité a I'ordre n en 0 et

(8)(x)=Ta(PQ)(x) + o (x")
ou T,(PQ) désigne la troncature a l'ordre n du polynéme PQ.
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Démonstration.

@ Ona:
(AF +18)(x) =, (WPt 1Q@0) (x) + 0 (x")

C'est le DL,(0) de Af + ug car AP, + uQ, est une fonction
polynomiale de degré < n.

@ On a par produit des développements limités :

F(x)g(x) =, (Pa(x) + 0 (x")) (Qn(x) + 0 (x")) = Pa(x)@n(x)+0 (x")

car P,(x)o (x") + Qn(x)o (x™) 4+ o (x™) o (x") est négligeable devant
x"en 0 . On sait que Py(x)@n(x) = Tn (Pa@n) (x) + x" T R,(x) ot

R, est une fonction polynomiale. On en déduit que
Pr(x)Qn(x) = T, (PrQn) (x) + o (x") et donc :

f(x)g(x) o Tn (Pa@n) (x) + o (x7)

qui est le DL,(0) de fg car T,(P,Qp) est une fonction polynomiale

de degré < n.
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Exemple
@ Calculons le DL3(0) de x — cos xsin x :

cos xsin x = (17’;:+0(X3)) (x7%3+o(x3)>

_ x* x* 3y _ 2 3 3
—x—€—7+o(x)—x—§x + o0 (x7)

X

@ Calculons le DL3(0) de la fonction f : x —

_X-

L:1—&—><—|—x2—i—x:’—i—o(x3) et ele—l—x—&—i—i—xi—l—o(xz’)
1-—x 2 6

D’ou par produit :

2 3
F(x) = 1+ x+2 4+ +0(x)) <1+x+%+ & +o(x3))
ce qui donne, en développant et en simplifiant :
2 3 3
F(x) =1+ (x+x)+ (% +x° +x2> + (% + % +2x3) +o(x%)

:1+2x+gx2+§x3+o(x3)
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Composition

Sif:l— Jetg:J— K ont des développements limités en 0 a |'ordre
n:

F(x) = Palx) +o(x") 5 &(x) = Qn(x) +0(x"),

si Iim0 f(x) = 0, alors la composée g o f a un développement limité
X—

gof(x) = Ta(QnoPp)(x)+0(x").

Démonstration.

Puisque Iim0 f(x) =0, on peut factoriser dans le DL de f en 0 :
X—>

) = Palox) 0 (") = x (Pa-a(x) + 0 (x")) .

gof(x) = qu(Pa(x) +0(x")  +x" (Pama(x) + 0 (x" 7)) " ee(F(x))-

D. Cransac Analyse



Généralités
Formule de Taylor-Young
Opérations sur les D.L.

Développements limités

Démonstration.
On regarde a présent chaque terme de cette expression :

o (Pa(x) + 0 (x"))* : en développant par la formule du binéme, on a
un terme en (P,(x))* et tous les autres termes contiennent o (x") et
sont négligeables devant x”. Ainsi, on a :

(Pa(x) + 0 (x")* = (Pa(x)) + 0 (x").

o x" (Pp_1(x)+ o0 (x”_l))nsg(f(x)) :ona
Jim. (Po_1(x) + 0 (x"1))" eg(f(x)) = 0, donc :

x" (P,,_l(x) + o0 (X"_l))neg(f(x)) =o(x").
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|

Démonstration

Finalement, on obtient que :
gof(x)= qu —|—o( ") = Qno Py(x) + o(x").

Et comme Q,(x) © Pa(x) = T, (Qn 0 Py) (x) + x" T R,(x) ol R, est une
fonction polynomiale, on en déduit que

Qn(x) 0 Pa(x) = T, (Qn o Pn) (x) + 0o (x")

C'est bien le DL,(0) de g o f car T, (Q, o P,) est une fonction
polynomiale de degré < n.
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Exemple
Déterminons le DL4(0) de x — f(x) = (1 + x)*. Pour tout
x € 1,f(x) = &™) avec Iimoxln(l +x) =0.
X—
On utilise la composition des DL. Le développement limité a I'ordre 4 de
x = xIn(1 + x) s'écrit :

2 3 3 4
xIn(1—|—x)—x<x—X2—|—);—|—o(x3)> :xz—x—+x—+o(x4).

On a u(x)> =x*+ o0 (x*), u(x)* = o (x*) . Il suffit donc de faire le
DL5(0) de I'exponentielle :
2

e”:1+u+%+o(u2)
On obtient en substituant (composition a droite) :
3 4 1 3 5
(14x)* = 1+<x2 - X? + );)+2x4+0 (x*) = 1+x27%+6x4+0 (x*)
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Quotient de DL

Proposition

Soient f, g : D — K.
Si f et g ont des développements limités a l'ordre n en 0 et si g admet
une limite finie non nulle en 0,

f .. g
alors — admet un développement limité a I'ordre n en 0.
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Démonstration.

Puisque Iimog(x) = # 0, il existe un intervalle J contenant 0 et inclus dans /
X—r

0 . f o
sur lequel g ne s'annule pas sur D N J, et la fonction — est définie sur DN J.

Ecrivons g(x) = £(1 + u(x)) (ot u(x) = W)
On a alors : Puisque Iim0 u(x) = 0 et que u admet un DL,(0) (car cest le cas
xX—>

. 1 -
pour g), on en déduit que x — T3 000 admet un DL,(0) par composition

et de x — u(x).

1
des DL,(0) de x — T x

On obtient ainsi le DL,(0) de g en multipliant le DL,(0) ainsi obtenu avec
celui de f. O

D. Cransac Analyse



Généralités
Formule de Taylor-Young
Opérations sur les D.L.
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Remarque

. , . 1 .
Pour faire le DL en 0 d'un quotient x — ﬁ avec Il(r)ng # 0, on se
g(x
raménera toujours (comme dans la preuve précédente) a un
développement limité d'une fonction de la forme :

1
avec  u(x) — 0.

|—> [ —
x 1+ u(x) x—0
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Exemple Déterminons le DLs(0) de tan.

tanX*SinX = sin x = sinx X 1
_cosx_l x2+x4+ (5)_ 14 u(x)
2 "o 0V

=sinx x (1 —u(x) + u(x)? — u(x)® + u(x)* — u(x)® + o (XS))

2
On a u(x)? = XT +o(x*),u(x)® = o (x*).
D’ou en substituant :

x3 x> 5 x2 x4 x4 4
— _ z 1+ -2 4+ 2
tan x o(x 6+120+0(x))( +2 24+4+o(x)>

X—r
3 5 2 4

X X 5 X 5x 4
:<X—€+W+O(X)> (1+7+§+0(X))
_X_X73+X75+X73_X75+K+0(X5)
B 6 120 2 12 ' 24

X3 2x° 5
sxrg g et
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Remarque
. . . . f .
Si g tend vers 0, il est encore possible que la fonction — posséde un

développement limité : si f et g admettent des DL,(0) de formes normalisées :

f(x) =x" (apy + apyr1x + ...+ ax™ 7 + 0 (x™ 7))
g(x) = x" (bpy + bpyr1x + ... + by x™ 7P + 0 (x2772))

avec ap,, bp, # 0, alors le quotient s'écrit :

fx) - Bt amax o an x™ P 4 o (x" 7P
gx) bpy + bpy+1X + ... 4 bnyx™27P2 4 0 (x"27P2)

=h(x)

Comme by, # 0, la proposition précédente, assure que la fonction h posséde un

développement limité.
ap1.

De plus, le terme constant du développement limité de la fonction h vaut b
P2

donc est non nul.

Par suite — admet un développement limité si et seulement si p1 — p2 € N,

c'est a dire p2 < pi, et son ordre est min (ny — p1, n2 — p2).
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Exemple
X 1 _
Déterminer, s'il existe, le DL3(0) de la fonction x — X
In(1+ x)
o Prédiction de I'ordre des DL a choisir (au brouillon) :
a 2 (1 X x>
fx)= & mL=x L8+ X (§+€+ﬂ+"'>
X) = = =
In(l+x)  x+L+2+... x(1+3+%+..)
1 X x>
e x |2teta -
1+5+% 4.
=h(x)

Pour obtenir le DL3(0) de f, il faut donc le DL,(0) de h ce qui
nécessite un DLy(0) du numérateur et du dénominateur de h. Cela
nécessite donc un DL4(0) de x — e¥ — 1 — x (on a factorisé par x* )
et un DL3(0) de x + In(1 + x) (on a factorisé par x ).
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@ Rédaction :
2 3 4 2 3

X X X 4 x° X 3
e flfx:7+€+ﬁ+o(x) et In(1+x):x77+?+o(x)
ou sous forme normalisée :

2 2
€ —1—x = x* (% + g + )2(—4 +o0 (x2)> et In(1+x) = x (1 — % + % +o0 (xz))

On obtient I'écriture suivante :

2
f(x) =xx 1—|—i—l—x——|—o(x2) X 1
2 6 24 X X 5
=u(x)
Comme on a:
2 X 2
u(x) :TJro(x)
on obtient :
1 1 x X2 5
= =14+-—-=—=+o0(x
1-2+2 41o(x2) 1-u(x) 2 12
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Pour obtenir le développement limité de f cherché, il reste a calculer le
produit :
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Application des Développements Limités
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Rappel
Supposons que f admette un développement limité a I'ordre n en a de
partie réguliére non nulle. On écrit sa forme normalisée :

f(x) = (x—a)? (ap + aps1(x —a) + ...+ app(x —a)" P+ o ((x—a)"P).
Alors on a : f(x) ol ap(x — a)P

Exemple
sin(2x) — sh(2x)
(2x —sinx — tan x)?’

Déterminons un équivalent au voisinage de 0 de

Cherchons un équivalent du numérateur :
sin(2x) = 2x — %X3 +0(x*) et sh(2x)=2x+ %x3 + 0 (x°)
ce qui donne : sin(2x) — sh(2x) ~ —§x3.

Cherchons un équivalent du dénominateur.

2x —sinx —tanx = 2x — (X— %x3 +o0 (X3)> — <x+ %X3 +o (X3))

_ 13 3 13
_—x —|—o(x)~— X

O
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On en déduit par produit et quotient d'équivalents :

sin(2x) — sh(2x) —8x3 96
(2x — sin x tan x)? (—
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Rappel Si f admet un DL;(a), f est dérivable en a et la courbe
représentative de f admet une tangente en a.

Pour déterminer la position relative de la courbe représentative d'une
fonction f par rapport & sa tangente, on cherche un equivalent de

x 5 f(x) — f(a) — (x — a)f’(a) en a en effectuant un DL de f :

f(x)—f(a)—f'(a)(x—a) ~ ap(x—a)® avec a, € R*etpeN\{0,1}

Alors x — f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) est du signe de a,(x — a)” au
voisinage de a :
@ si p est pair, f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) est de signe constant au
voisinage de a. La courbe est au-dessus ou en-dessous de sa
tangente en a (suivant le signe de a, ).

@ si p est impair, f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) change de signe en a.

La courbe traverse sa tangente en a. On parle de point d’inflexion.
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Remarque.
Dans le cas d'un point critique a, c’est a dire si f'(a) = 0, cette étude
nous dit si on a un extremum local (si n pair) ou non (si n est impair).

Exemple

-1
Soit f: x +— %.f admet le DL3(0) suivant :

f(x) = —%x + %x3 + 0 (x*)

1 1
Ainsi f est dérivable en 0, et f'(0) = —5 Comme f(x) + X ﬂx3,
X—

qui change de signe en 0, la courbe représentative de f traverse sa
tangente en 0 . Ainsi f admet un point d'inflexion en 0 .
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Définition
Soit f : | — R définie au voisinage de +0o. On dit que f posséde un

1
DL, (%00) si la fonction g : u — f (E) posséde un DL,(0).
1
Exemple Calculons le DLy(o0) de f: x — %1 On pose u = " Alors
1
g(u) = = 1+ u+u?+ o (u?) et on en déduit le DLy(cc) de f :
1-— u u—0

1 1 1
f(X)x—>:+ool+X+X2+o<X2)
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Soit f : | — R.

On dit que f admet une asymptote oblique en +00
s'il existe (a, b) € R? tel que f(x) — ax — b tende vers 0 en +oo.
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Soit f : | — R telle que f(x) — +o0.

X——+00
On souhaite préciser son comportement en 400, en étudiant |'existence
éventuelle d'une asymptote oblique et sa position relative par rapport a

Cr. Pour cela, on procédera comme suit :

f(x)

@ On effectue un DLy(+00) de —= :
X

f(x a a
g _ a0+ =+ = +0(1/x7).
X  x—+oo X X
T - a
o En multipliant par x, il vient f(x) = apx+ a1+ — +o(1/x). La
X——+00 X
courbe admet alors la droite y = agx + a; pour asymptote oblique
en +00.
@ La position de la courbe de f par rapport a I'asymptote oblique est
. a . )
donnée par le signe de =2 (si a2 =0, on augmente |'ordre du DL
X

jusqu'a trouver un coefficient non nul).
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3
Soit f: x — T Déterminons I'asymptote éventuelle de f en +co.
V x—

AN D[_1(+oo //

[y

W
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3
. X P . ) p
Exemple. Soit f : x — 1 Déterminons I'asymptote éventuelle de
\ % —
f en +oo0.

1 f 1
On pose u = — et on étudie ) _ uf (u™t) = (on recherche
X X 1—u
I'asymptote en 400, donc 0 < u < 1).
1
On effectue le DL(0) de u — :
(0) —
u 302 9
Tttt )

1 3
D btient f(x) = x + =~ + — 1.
onc on obtien ix) x+35+g. +)Hc3roo(x )
La droite y = x + > est asymptote a la courbe et le graphe de f est

au-dessus de |'asymptote au voisinage de +oo ( car

1 3
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DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Les formules du tableau qui suit doivent étre connues PAR COEUR sans
délai et sans la moindre hésitation.

Pour les fonctions paires, les développements limités sont donnés a
I'ordre 2n pour tout n € N, mais par exemple, puisque vous connaissez un
développement limité de la fonction cosinus au voisinage de 0 aux ordres

0,2,4,6..., bien siir que vous en connaissez un a l'ordre 3 , il suffit de
2

tronquer au bon endroit :  cosx=1-— % + o0 (X3).
Notez bien que ce développement est PLUS FIN que le développement a

2
lordre 2: cosx = 1— = +o (x?) . Sur le développement a I'ordre 3,
x—0 2

on ne voit pas de terme d’ordre 3 mais ce n'est qu'une impression, IL Y A
UN TERME D'ORDRE 3, avec un coefficient O .

A l'ordre 2, c’est différent, on ne voit pas de terme d’ordre 3 parce qu'un
tel terme est réellement invisible & ce niveau de précision.
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i—zn:xk—&—o(x") = =14+x+x>+...+x"+0(x")
1_ 0 “ee

x—0
il X
_ _1\k—17 n
In(1+x) = (112 +o(x")
k=1
2 3 4 n
In(1+ x) L x X

H X—r
k=0

-1 -1 -2
(0" = 1raxs 20D ol D=2,
X—

Jr04(04 —1)(a— 2n)!...(a —n+ l)x" +o(x")
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x—0
x3 x5 7 x2n+1

Arctanx = x — —
rctanx = x 3+

o

2
X3
tanxxioqu?Jro(x)
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