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Serie à terme quelconque
Théorie : Une Serie E Un est convergentessifa suite des Sommes cartielles est me steite de

I
Cauchy , cad

FE20
,
5N-CI

, Up>, N , Xq>,
N

. /Sp-Sp/>3

Sp = EoUk Sq = ok

Ce
qui peut s'ecrire :

FEz0
,
ENEN

, Yp>IN , Fq>, IN ,
1 uRIE
k =

p
+ 1

Corollaire
:

Soit Un me serie numerique
s'it existe deux Suites (Prln et Iquln tg :

1) FnEI
,
PrI In

2) him Pn = 92 =

+ y

3) la suite ( u) ne cu pas verso

Alors Un diverge
NEIN



Exemple : Technique a appliquer dans tous les exos

Pr = n + 1

Pn = 2 n ein in = him n = +
n - y

n + 1 = 2n

Idee trouver un minorant(Eun) e strictement supérieur a o

h(n) =
ek = g(n)

32

Il faut encadrer"Theoree des gendarmes"
-2m

=> Encal - nanl Sur
R = n + 1 k

= n+ 1



Series Alternées

Théoreime : (Regle d'Abell
Soient Cann et (brin deux Suites Numeriques

tq
· Cann estme site à terre positifs ,

décroissante et tend vers 0
.

M

· La Seite numérique (obt) est bornée
Alors nanbe converge

Exemple : Etrudier La convergence dene
et de Eircul mettre i terrines

positif
· 02/ / a

La serie { # (V (Rienanc > = 21)



Théoreme de majoration des series à termes positifs
=> l cr

#

Sir) ar absoluemment

⑭
En cr

On aplique ta negle d'Abel pour laSerie

an
=

1 n 1

br
=
cos(n)

/n est Wet -> 0

cosCk ?



coS(n) =

ReCe

{cos(m) = Re (Bein)
k = 0

=Re((e))

i(n+ 17en
i0

1 - e = e -

e

=

ei(e
-

ell) ein-en
=2isin(t)

=2 : sin (= ) el*

=12 : Sin (-1/2) eil

=2 sin (1/2)

donc : Il" / donc bornée



i(n+ 1)
d'or 1 - 2

1-ei Eincess" sinial

↳ECOS(R) = Re ( ein)
renie

Donc fa smite (n b) est bornée
On oplique la Regle d'Abel ,

on a la convergence de

rech

Def :
Une serie Numériques nielle Eir Un est

dite alternée
,
ssi

,

FnEN
,
un= (-1)"(Un) ar

FaEN ,
Men =- (-1)" /Un



Remarque : IlEi Un est une serie alternée

SSi Mn-Mn+1 60

2) Eir Un est me serie alternée

Si Mr= (-1)" an avec Canin

une suite â termes constant

Exemple :
1) Et

En rantDe ret
0 Sin = 2k

Sin (n) = Grisin =
2k + 1



Theoreine : (In special desseries alternées)"TSCSA
"

Soit Un me serie alternée telle que ((MnIn)neiN
soit une suite réelle (positivel decroissante et tend vers O

Alors Mn converge .
De plus Fr, no ,

Rn est

du signe de Menti et (Rn)= 1U I anth

Exercice :

On considère (MnIn et (UnIn deux Suites definies
par

UnEIN *

n+1

Un
=

1
,

Un = f(cos( ()2

n+1

Un =
,

Un = en (1 + sin(e))
1) Montrer que Un~ Un

2) Etudier la convergence des Series un et un

3) Que peut-on conclure .



en encr )) o
X -> 0 X y ->0 y

2) Un= =

-11.E
a

de signe constant

& un estme serie alternée

· (n est une Suite decroissante

d'après te TSCSA I Un CV
n> I

/i) un-Un mais les suites ne sont pas de->

signes constant on ne pent pas appliquer
e Théorie

des equivalents des Series termes constants
.



un = en (1 + sin ())
=en (1+ -I + ( )
=(n(1 + x)

=X
- 2 +

o(x")

=sin () - - (s()) o((sin "
Si (Mn) et (Un) ne gardent pas un signe
constant

.

Un
=
o(Un

avec [ Un CV

#
SuncV



# [o(Un

↳ Un (cr Rienam -(1)

Un
= en (1 + sin ( ))
=en(1 + x)

=X -1 +- + 0(X3)

X
=
sin(

n

m=-Sain-olitolet
=

- 5 + ()I
vo - - -
an bi CR di



San converge (serie alternée TSCSA)

↳br diverge (Bieram & = 1)

San converge a revement

on converge CV absolvement

Donc en diverge

3) On a deux Suites equivalentes (MnIn et (UnIn

Mais Un et Un n'ont pas la même nature de

convergence car on a pas desseries à termes constants
.

Somme de Proce series dan et Ebn sont absolumeet convergentes ,
+7

alors la serie an: Sa bn-j converge absolument et Zan = San b
n = 0 n),0

avec Cr = bajbn-j



Chapitre : Suites et series de fonction

I . Suites de functions

1 Convergence simple et

convergence uniforme

Def : Soit A ? IR etf , f : A <R des fits ,
(FneIN)

i) On dit
que la suite de fats (f") converge simplement vers f sur A

(f=
"

: f)

Si Vx A la site numerique (f(x)) converge vers f(x)

ii) On dit
que ta site de fonctions (fr) , converge simplement (CVSI

Sur A s'it existe une fonction f : A -R ty : En f simplement

Quantification :

(c* f)( >( *970
,
Xx -A

,
5x) = M(x)) ,

Fn)
, no(x),

f(x) - f(x)(5)

Exemples :

1

FnEIN
: fn :

20
,
1] <M

312 x-x



Etudions la convergence simple de la site de fet (fr)n

pour
= 1 : f

,

(x)
= f(1) = 1 - 1 = 0 0

n - 3 + y

pourx
+ 20

,
12 : f(x) = x" - x 3 - x

n -3 + 3

conclusion
: In ces : E

0 Six = 1

- x Six 20 ,1]

2
G: 1 + IR

x s
1 + x

· Six = 1

y,
(x) = yn)1) = 1

2

·
xE(0

,
1 · x 1 : x < + x IR

y ,

(x) =

xn +

0

Conclusion : (fn)n ne converge pas simplement sur IR+

8 p 8 : 20
.

13 < R

E
0 six =[0

, 12

x

y2Si= 1



Rappel :

Il fllo =

sup f(x)

11f(10 - 1+
= 1

+ UG+0]

lfb - Igle) 11 f + yllo 11 f1+ lybe

Def : Soit A <IR et f . f : A < des functions et

soit br : Ilffl =

SE Erkel -f(x)

i) On dit que la site de fonction (fr)n converge uniformement vers la

fonctionf sarA
,

si lin br
=

0 (cad em"fif" = 0)
n -> x

Notation :

fr L

ii) Ondit que (fr)n VU sur A s'ie existe une fonction f definie sur A

ty : In f



Quantification :

(f4f)) (7230 ,
54

.
EN

,
KEA

;

And
, no , fr(x) -f(x)(2)

(Rg :

no ne depend pas dec)

ef

I

pour f .
In

:
It IR

,

fusf vent dire que pour tout nc
. No ,

le graphique def, Se

trouve dans le tube

Proposition : La
convergence uniforme implique la convergence simple

Inl8 => (Faln* I

**
: La reciproque n'est pas torejours vraie

.



Preuve :

on a : Ilfr-f"0 , cadefrk) - f(x) - 0

n -c -

=> Yx - A
, fr(x) - f(x) >

n -x +

car fx(A
, 0 (f(x) - f(x) =

sup fr(x)
- f(x)

x t A

Emesup cest etralier la convergence uniforme

Rq : silfn)he converge pas simplement alors (fuln

Exemple :

f : [0
,
13 < R

xxx(k)1 - x c0

(fr)n - 8 :c 1

O sic =20
.
12

E1 six = 1

Etrudions la convergence Uniforme de (fr)n vers sur 20
,
1)

hn(c) = (crosicCee
hn(x) = ( six E 20

.
12

10 Six : 1



Methode 1 :

Do = 1 -1

(fn - f((0) =
x = (1 - 4) =

en en /- en * + 0

Puisque Il fr-fIls (f(x0) - f(x0)

alors hi"fr-flo feksol-flao)= et

le pbest en 1 Sauf que
=> Ilfr -80k0 14 notre intervalle

c pour ça on fait e

d'o (en)P'f

Methode 2 : Soit ic tC0
,
1[

hn(x) = f(x) - f(x)

=x

hin(x) = nic1>, 0

xO

22 Ilhally = 1 / >0
V . In

0

d'ai (fr) if



hn(1)
=

0
,
donc Sup Ihn(s) = Sup Ink)

xt(0
,
1 xt[01]

Montrer que
: (filn converge runiformement vers f sur 20

,
a

.,
Fat [0

.
12

on a :

sup fail-f(x) = Sup hu(x) = hn(a)
x - (0

,
a]

x = [0
,
a)

=a >0

n - 3 + D

d'or (fr)naf

Def : Si En f ,
Fat 20

,
12 (respat (0

,

+x))

on dit que or converge localement uniformement sur 20
,
12

Irespsur (0 ,

+0)

Theoree : Critère de Carchy pour la cur

Une seite fr de fals de A dans converge uniformement Sar A
,

Si FEC0
, In EN ,

FEA
,
En, no ,

Arm
, no : fr) -f(x)

Notation :

Il fr-fralo n 6



Stude de La cvU de (fr) Ser I

1 Etudier ta CVS Sur I

is: fontf alors font f

->
Si it existe f : I-> +g (fulne if

Pour montrer fa non cuu de (fr)n vers(f)

L V V

oncherche un SiXnEIN
, fest Etudier la fet

Kot I (choisir continue surI et hn = (fn - f|
une suite) to f n'est pas continue et chercher te IhnkelSPI
fr(xoL-f(xco) >O Sur I alors

(en) > 8

Pour montrer la Cur de (fr) vers (f) it faut etudier ta fethn=/fr-f)
et montrer que Se /hnk)/ne



Proposition :

Soient &n In I IR

S: (fr) (9nIn CUW sur I

alors (fn+9n) CUW sur I

Preuve : Soit f La limite de la suite de fonction (frIn
Soit g la limite de la site de fonction (9

n In

(18n - 9n(n f + g(ss : /(8n + 9n) - 18 + 9(1)
ne
+

On a
: 11 fn+9n-f-g11 = 11fn-fl Il Sn9lle

n + 0> n 2 +

W W

d'or le noultat
0 0

Exemple : f(x) = x + 4,x -IR
,
nEIN *

Etudions ta CUU de (fuln : pais de (8nIn , pais de (* In
il

* CVS de (fun (fr + fr)n

SoitER , fr(x) = x
,

Inn 8:



* CVU de (fn In

fr(x) - f(x) = x + 1 -

x = 4 (nedepend pasdes)

=> Efr(x) -f(x) = ER(n) = -
n
=

d'oi (frIn Co < 8

b] Etude de La site de fonction (fnY Sur

Fe ER

f(x) = (x + 4) = x + 2 + h

Soit CAR

Dim (En(s))

Ifn)" < 82
= 181x1)"

fludions la CVU de (fr) vers f"Sur

An())" -(f(x)) = x + 2 + 2z -
x

= 2 + 42



pour Co
= n

,
on a:

>2 0(n(sol"- (f(x0)) = 2 + hu
n + 3

or IIf"-flo ne

Par suite

(n) " f

a) Etude de ta fonction (9n = & In
* cus de I9nIn sur

Soitst1 , grk) = h(x + 4) = - + 22

Pour = 0

In 10) =
0

n =

0

x F 0

grk) o - donc hi g(x) = 0

19n)n Y 9 = 0



* CUU de /9n/n sur

grkl -

g(x) = 2 + 4 -

0 = x
+ 4

n

Pourc = x
,

on a :

9
,
(x0) - g(0) = 1 + 2 < 1 + 0

n - 0

d'or Ign-gle <0

=> (8)4g = 0

Remarque : gn(x) = f(x) x h(x) avec hn(x)
= 4 -

XxEIR
,

n = 0

Ifuln <h = 0

On a
:

/fuln"< 8 mais /fuln* /Faln f + 8

On a uniquement to CVS

GI8n) st) =>
(4xfaInc fah

Inn) Y n Ihnxfoln Y 8xh



Proposition : Soit I = IR
,
atI

, f : I c continue en a

Supposons que /fr)n> 8

Alors & est me fonction continue ence.

Corollaire
: une limite uniforme d'ate suite de fonction continue Sar I

est una fonction continue sur I

Remarque : Le neomltat est utile pour montrer la non convergence uniforme
Corsque La fonction limite n'est pas continue

Proposition : Soit (fnin une suite de fonction continue converge uniformement
Sur I vers f

I fonction definie sur I) .
Alors pour tomte suite /an)n convergente verset I

On a :

liefn(n) = f(x)

Preuve :

My:mfn(n) - f(x) = 0

fr(a) - f(x) = f(xn) - f(x) + f(x) - f(x) onvartifier l'inégalité
triangulaire



fr(a) - f(x) = f(xn) - f(x) + f(x) - f(x) fx t I

Ifn(x) - f(x) - 11fr-flo

-fr(xn) -f(x) + f(x) - f(x)

=fan)-fake) + 1Ifr-fl0

or : (xn)n
+ +
3x I

et fr une fonction continue sur
I Simf , (n)-fnk) = 0 = In(n) -f(x) = 0

Remarque : la CVU de (funest une condition necessaire dans la proposition

Exemple : f(x) = x
,
xt 20 ; 1]

On a
:

En 3 8 :
20 : 13 <IR

x1 4 1 Sic = 1

0 Six- [0 : 1 [

on a aussi (fnInf

prenons an
= 1 - 4 ,

n 0

en
ne 31



on c f(1)= 1 mais
m fre

=eim(1-
- 1

=2

On a
: f(1) * En

·
Ei En (en)

Interversion des Limites :

d'après l'exemple , lorsque (fuln ne CVU pas vers f

Dir Lime fr(x) # li hi En
x - 1 n ->0
x( 1

Theoreme : SoitII
,
atI

, f : I < IR

supposons
une limite

(faln CO vers sur I et que en = himafkal existe /on a

Alors , a fal man Important



Integrates et convergence uniforme

Théoneme Valable que pour un interval borne
.

1) Soit a <b .
Si une Suite f : 20

,
a] <IR defonctions integrables et

convergent uniformement vers une fonction f , alors f est integrales et on a :

in (flick = im fluc eI

2] Il existe des Suites de fonctions integrables If Inqui convergent simplement vers une

fonction non integrable ,
mais

Die fic ) infald
Preuve :

1

Regarder cours Teams enregistré .

2



3 Exercice : ↳nx Si0x ! (2n)-2= 1

fr(x) = 4n(1 - nx) si 2 n x 1E
D

2n

sic
,

n
2

= 1

Corollaire : Soient a
,

b EIR
,

adb



Theoreme : Soit I < un intervalle et (fr)nte"(I) .

Seposons que : il I faln CVS Sur I vers f

ii) (filn CrU Sar I versg

Alors : fe (I) et f= g

c'est-à-dire

(m fr(s))= eimer

Exemple :

fr(x) = n2 /ce a ocx

1 Etudier La convergence simple et uniforme de (fuln Sur (0:1)

2 Montrer que (f')n converge uniformement sur 20 : 13

3 Montrer que f = limf(x) est derivable sur [0 : 1 r



Serie de fonction

#- Continuité en un point d'ene Serie {f, uniformement convergente

1) continuité : Th 11 Soit If
,

me serie de fonction uniformement convergente
Sur A

.
SiXneN I est continue en coCA ) respect sur Al alors la Somme (= him /

S de Ef est continue enco (respect sur Al

Preuve : voir to Th sur les suites de functions et considerer (Sn'nein avec Sn = 8+..
+fa

qui est donc unif convergente

on a :

no (ifn()) = Eleimg=fakd
Intervertir => continuité uniforme et

......

2) limite en un point : Th2) Soit Ef Ma serie de fonctions uniformement
convergente sur A et si f(x) = e (existel pour

tout no IN alors

eindixe
parn (firm)

Eln convergente et on aie (Ef())-of-En

#

- Intégration terme à terre d'une série de fonctions

Th : Soit Ef
,

we serie de fonctions continues ser [a
,
b)

· Sidfn converge uniformement sur du
,
b) alors ))" Jacke) est convergente

et once s gesia :(Ef de



Preuve : voir le Th
. d'integration de la limite uniforme des sailes de fonctions

Exemple d'application : Soit Ef
,
wifnk)= (-1)"

Convergence simple : On étudie la série numerique Un sin Un=fk)= 1-1)""

SUn= E (-1)"
=

E (- x)" serie geometrique qui converge si le 1 c-a- d

- 1(x(1

I In converge simplement sur J-1 : 1 vers Soi S
: J-1 : 12 IR

x) < S(x) =
1

1 + x

Convergence normale : on etudie la serie numerique Ilflo

Il fallo :

seep 2n(x) =

sep ((x") = 1 => Ef
,

ne converge pas
it]-1

, 12 it]-1
, 12 normalement sur 3-1 : 1 L

Convergence uniforme
: Ef Converge reniformement sur Assi sup Rn(x) >0

n 3 + 1

serie alternée c'est bien
pour CV

. Unig car onpent majorer .

DEA

Rn(x)
=G =-t ,

= (c) se = (x)" = Ex -
1- x)

+

1 + x

xt]- 1 : 12

Sup
En

,

En Pach) = +

=> Ef no converge pas uniformement sur 3-1 : 12 Soit [a
,
b) <3-1 : 1



pour (-> (a
,
b] 1x

n + 1

I K L max (1a)** b1+ (

1 + x 1 + G 1 + a

=> If converge miformement sur tout segment (a
,
b] c 7-1 : 12

Appliquons te Th d'integration terre à terre :

Choisissons [a
,
b]

:
(0

.
t] avec oct > 1

alors on sait que E Inde : (* 8 kid =(1 =
(en 31 +x)]

=(n(1 +t)
Il

Est-il a = Est-i [i]

-Est
n + 1

don on a E (-1)" En+ =en(1 + t)
n + 1

n -

=> E(-1)
= t

= en (1 + 5)
pour -

30
.
1

n

On pent aussi avoir

E -
*

t = en(1 + t)port-]-1 ,
1



# Derivation terme à terre

Th : Soit Ef Me serie de fonction de classe Et sur Ilintervalle de IR)

Si a) I al moins oeItq [fn (8) converge vers & me constante réelle

bl fa serie de fonctions &In converge uniformement sur tout intervalle ferme borne

Ca
,
b]cI vers the fonction G

.

alors -Ef converge uniformement sur tout (a
,
b]c I vers une fonctions : x1 < e +/ et

2 - la fonction s = An est de classe Sur I et on a s'cal-()
Eg'(



Serie entière

I Définition

Mie serie entière peut-être entière (respectivement reelle) est me serie de

fonction Ef, pour laquelle 5 me serite complexe (respectivement reelle) lanheity
chaque f est definie In : & <erespectivement & : IR < 1Rn)

e r an

une telle serie sera notée San z"respectivement Eanse")

# Rayon et domaine de convergence

Soit nene serie entière complexe au nichte l'ensemble I = GreIR+ty dlantr convergel
est un intervalle de 112+ contenant 0 .

La borne Superieur de I est apelie le rayon
de convergence de E and

Definition Domaine de convergence :

Soit d an z une serie entière complexe (respectivement reelle) de rayon de convergence
r El+ ,

le domaine de convergence de

. anzu est Dr=7z - +q(zk r}

· ans" est Dr
=

J - rir[

Exemple :
·

considerons [anz" on an = n
, on définit donc la serie entière

En 2

H

pour chercher le
rayon de convergence on cherche l'ensemble



· on regarde la serie numerique no et an cherche les valeurs der pour

lesquelles In" ~" converge

Enr est Mine SRP (serie réelle positive)" nir = nr + 05: >0
n - +0

30 Sir = 0
n -> + 0

I = 40y = le
rayon

de
convergence r =

0 => le domaine de convergence Dr = %

2 Soit Ian z"on an= 1

n !

On etudie Elan r = & 4 ,

"

c'est ene SRP

on splique D'Atembertd'ori nit ne o

>0

donc I
=

[0 ;
+ (

Le rayon de convergence r =

+ x et le domaine de convergence
· an z" complexe alors Dr

= (2e (+
q

(2) + 0 y = K

·
Eanc" réce alors Dr= 3-0

,

+= 1R



une serie entière sous la forme [an z s'écrit

danx" ou Zanz"

On a definie I = GrtRT ty [lanIr" convergey >
1

+ U9 +04

La borne supérieur I est le rayor de convergence Sansch-
forcement IR+
=O possible aussi = +0

·
Pour me serie entiere nielle le domaine de convergence aussi peti

intervalle ouvert de convergence est 3-R
,
R [

·
Pour me serie entiere complexe le domaine de convergence

D = yze D +g /2/CRY = boule ouverte de centre 0 et de

rayon R

Ille >r

Exemple : 1) I anz" on an= 1
;

on a definiz"
Calculons r -IR+ ty Er" converge

Er est the serie geometrique qui converge
si Irl<1

c-a- d - 1) r < 1 comme nous cherchons -( + =) r - (0
,
12

d'où I
=

C0
,
1[



le rayor de convergence de Ez" Vaut R : 1

·
Si zu me senie entiere nichte alors le duraine de convergence est J-1

:
12

·
Si zu me senie entière complexe alors lo domaine de convergence est la

boute onvente unité
.

Lemme d'Abel : Soit danz" une serie entière complexe .

S'il existe 2.
- 1404

ty la suite lan" Inei est bornée alors Fzt e tq/z)</zo) la serie

↳anz" est absolument convergente et de plus la serie entière Sanz est

normalement convergente sur tout disque fermé de centre = et de rayon raver ~blad

Remarque :

à toute série complexe anz" est associée un unique réel d 1R+

Il

I
Fz & tq1zd ,

la serie entière an zu est absolument 1R
+

09 +b)

19 convergente

Fz & +q1z)d ,
la serie entière an zu est absofumat divergente

> siones a↓'la frontiere ,Le réel d est le rayon de convergence de Eanz" ça depend /evom Du

Sans CUABS

* dans

o et
Sanz"cV Sanz" DV

Sance" DV

ABS

P - x

2 anzu V Normale ↓ est noté R rayon de convergence deEn
cercle d'incertitude ↳ ans



Determination pratique de rayon de convergence :

utilisation des règles de Cauchy an de Alembert

Th
:

Soit Sanz" une serie entière complexe ty 5

him" lan= et +au bien I him ant1
= 2 - +

n -> + y an

alors te
rayon de convergence de 3 anzuvant R = 1

C

Exemple : Determiner to
rayon de convergence de la serie entière Zan:" dans les

cas suivant

1) an = ( n7)r
2) an

=

n !

2 (2n) ! 110 = fI)

1) "lan)= (8g] = / + /**
*

= (47)
-

1

=(1 - yn) = enfn(1- )
= e -4

+ 0(1))
= ef

+ 01)
>exR =

1-

n -3 + 0 et
= e

2) an+ 1
--

(n+ 1) ! (2n) :
=

(n+11 (2n) !
-

n + 1 1

an 24+2 (Inthl!
2
"

n ! 2 (2n + 2) ! 4 (2n+ 2)
-( 2n + 1)

↳ ↳En
.

2n(224422 =n +=R =

8



utilisation de l'equivalent :

Th : Soit Zanz" et Ebnz" series entières de rayons de convergence respectifs
RaetRb silan) ~/bn afors Ra= Rb

n -2 + 0

Exemple :

rayon de convergence Sanz" on an
= (1 + 1 - e

an= (1 +1 - e = e

men(n + 1/n)
-e

=

et - En + 07))
=

e in + 0(7)
- e

-en
+ <

-e = e(1 - 2 +0()) - e
= 2 +0() = an b

on cherche to
rayon de convergence Ebrz"

br + 1 M

- >1
bn n +1n + 0

=> Rb = 1 =>Ra = 1

Remarque : Soit Lanzu et brz" 2 series entières de rayons de convergences

respectifs Raet Rb

si lan)</bn/afors Ra), Rb

Preuve : Switze tyIzRb alors Ebra est absolument convergente
(A)

comme lan) Ibn)=) Ianz" est absolument convergente
&**121) Ra

de (A ) et (A (* ) on déduit
que Ra

,
Rb Ne



Exemple : Rayon de convergence de E Sincal 2
an

on c lan)= Isin(n)I In Soit R rayon de convergence ↳ Sin (n)z"

R'rayon de convergence {"

On sait R'= 1 donc RX
,
1

Siz : 1 sin (n) diverge => R11

=> R = 1


